El desarrollo de técnicas efectivas de control representa un paso importante en aplicacionas de
robdtica, pues éstas se ven afectadas por incertidumbres paramétricas. Una altemativa para
controtar un robot manipulader del cual no se conocs el modelo dinamico nominal, es el disefiar un
controf adaptable. En este articulo se presenta el disefio basado en andlisis de pasividad y bajo el
criterio de Lyapunov, de un controt adaptable para un robot manipulador rigido con articulaciones
rotacionales de dos grados de libertad con incertidumbre parametrica. Se prueba este controlador
realizando el seguimiento de una trayectoria deseada.

The development of efective control techniques represents a great deal in robotics applications
because there exist parametric uncertainty. Adaptive control techniques offer an aiternative
strategy for this problem. In this paper we show a passivity analysis based design of an adaptive
control for a two-degree-of-freedom rigid manipulator in such a way that this controlier allows us to

have global asymptotic stability for tracking a desired trajectory.

Cuando no se conoce por completo el
modelo nominal' de la dinamica del robot
manipulador, es decir, que existen
incertidumbres en algunos o todos fos
elementos que la componen, se propone
compensar este desconocimiento paramétrico
con estrategias adaptables para su control,
pues tienen la ventaja de que el mecanismo de
adaptacién extrae informacidén del sistema
fratando de ilegar al conocimiento de este por
completo en un tiempo finito teniendo como
referencia el error de seguimiento.

Las leyes de control adaptable pueden ser
clasificadas de acuerdo a su objetivo de control
y la sefai que dirige la ley de sintonizacion de
los parametros. E!  cobjetivo de control
determina la esiructura en el controladeor de los
parametros, 10s cuales van a ser sintonizados
en linea. La ley de sintonizacién o estimacion,
en cambio, puede ser dirigida por una senal
que mida, o bien el error entre ios parametros

' Sistema altamente no lineal.

estimados y los reales (error de prediccion) o el
error entre la salida deseada y la salida actual
del sistema {error de seguimients).

En este articulo se discutira el disenc de un
controtador adaptable de dindmica inversa,
también llamado par calculado pasivo, cuyo
objetivo de control es, ademas de la
linealizacion®  del sistema, preservar las
propiedades de pasividad de la dinamica del
manipulador en lazo cerrado.

La presentacién esta organizada de la
siguiente forma: en la primera seccion se
presentan algunas definiciones que seran de
utilidad para las pruebas de estabilidad vy
anglisis de pasividad; en la segunda seccion se
presenta la derivacion de las ecuaciones de la
dinamica del manipulador mediante las
ecuaciones de Euler-Lagrange; en la tercera
seccidn una vista rapida al controlador Par

2 Es un caso especial de retroalimentacidn

para la linealizacion de un sistema no lineal,
&sto es, obtener un sistema en lazo cerrado
el cual es lineal y desacoplado.



calcufado pasivo tanto para el caso de
parametros conocidos y el disefio  del
controlagdor  adaptable para  parametros
desconocides; y por dltimo, en la cuarta
seccion se presenta ta simulaciéon de un caso
de una configuracidn especifica para un
manipuiador de 2 grados de libertad en el
seguimiento de una trayectoria dada.

En principio se presenta !a notacidn y algunas
definiciones, lemas y teoremas que se
manejaran a lo largo de los diferentes analisis y
derivaciones.

R. dencta el conjunto de los numeros reales
no negativos.

R" denota el espacio vectorial n-dimensional
sobre los reales.

= se entiende como igual por definicion.
D,f es equivaiente a df / dx
sup significa supremo de.

Definicién 1. La norma euclidiana esta definida
COmao:

i

W= e

Definicion 2. El espacio lineal L, es el conjunto
de tas funciones f: R.— R", tal que:

71, = [ lrefd <o

El espacio lineal L, es el conjunto de las
funciones f: R.— R", tal que:

I = suplcf <o

donde ||Ai|; es la norma L™ ¥ [Nl s la norma
L". lo que implica que ambos espacios son
espacios lineales normados.

Definicién 3. Una funcién f R" - R™  es
continua si

lim, . f(x}=/{x), vxeR

Definicion 4. Una funcidn f es uniformemente
confinua si 3 k>0, keR, tal que:

ol <k <o

Hd f(X)!

<k <o, Yx eR"
dx

estoesquefel,yDife L.,

Lema 1. Considere las funciones confinuas y
diferenciables x:R.>R™ y y:R.—R.. Definase
una funcién V: R">R. dada por :

V{x,y)=xTKx+y20
K=K'>0 eR™

Si 3 una funcién zR—U, U es un
subespacio de R™ de dimension i (=m), tal que:

Vix,y)=-2 K,z<0
K, =K >0eR™

entonces: x e L, ye L, z e LY

Abusando de la notacién de tal forma que, si
H{s) es una funcidon de transferencia en
variable compleja s de una funcidén
{transformable en Laplace) hit) ¥y At) es una
funcién del tiempo, entonces H{s)r estara dada
por (h*r(t), donde * denota el producto de
convolucién. Con esta notacidn tenemos que:

fema 2. (2) Sea

e = H(s)r
donde H(s) es una funcidn de tranferencia
exponencialmente estable de dimension nxm y

estrictamente propia.

Entonces:re LY e L, ~L", De e L™,
e e5 continua y e—0, tw. Ademas r—0, tow,
entonces De—0.

Sirel”,, entoncese e L",y Dye e L",.



Definicién 5. Un mapeo x-—y es pasivo si y
solamente si:

(xiy)T: = ExTydt z-B

B>0,¥vT

Teorema de Barbalath. Si una funcién
diferenciable fit) tiene un limite finito cuando
t—o0 si D,f(1) es uniformente continua.

Entonces D, f(t)-»0, t—cw.

f{t) es continua en [0,0) SiV 20, VR >0 3
n{R, 1) = G, tal que ¥ t =2 0, t- tyj<n, entonces
It} - it < R,

fity es uniformente continua si Df{t) estd
acotada.

Corolarioc (Barbalath usando el criterio de
Lyapunov). Sea la funcion escalar V{xt}, tal
que:

I Vixyzp=0

i) dvixti/dt <0

i) dV{x, t)/df es uniformemente continua

= dvix t/dt — 0, -

Utitizando 1as ecuaciones de Euler-Lagrange,
tal que (2):

d oL oL
= (Ec. 1)
donde ¢ = (g4, .., Qn)' es el conjunto de

coordenadas generalizadas del manipulador, L
es el lagrangiano definido como la diferencia
entre la energia cinética K y la energia
potencial P,. v © = (1, ..., ;) es el vector de
fuerzas generalizadas que actlan sobre el
sistema. Un caso especial importante es en el
cual la energia potencial P=P(q) es
independiente de D,g vy la energia cinética es

una funcién cuadratica del vector D,q de la
forma:

=13 H (944, =¥ H@) (Ec. 2)
1}

donde H(g) es una matriz nxn, simétrica y
positiva definida para cada qeR" llamada
matriz de inercia. En este caso, q son las
posiciones de la articulacion.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para un
sistema dado pueden ser gbtenidas, tal que:

L=K-P=13 h(9)dd,~P¢)  (Ec.3)

Entonces:
L .
"_:Zhg(q)qj
d 6L .
= (9)d, + hq)g, =
d aq* ; L 7 Z J
=Zh@(‘?)‘?1+z f 4,
4 i 6
L <0k, o
=3 44,7,
aq, 7 04, aq,
=
> (@), +Z
i i
o, 1i s 27 e
2 Iy 24, g ogy ¢
k=1,...n (Ec. 4)

Intercambiando el orden de las sumatorias
en el segundo término y tomando ventaja de la
simetria de la matriz de inercia, entonces:

Z{ah,u. | Oh, }
-3 4:4, =
i aq ’

dq,




Los coeficientes

| {Oh,, Oh, 3,
CM:Z—- + —
2|99 9Jq, OJg,

son conocidos como tos simbolos de Christoffel
{de primer tipo). Si tenemos:

_or
2q,

b, (Ec. 6)

entonces podemos reescribir las ecuaciones de
Euler-Lagrange comao:

thj@)qj + chk(QJQqu' +9,(9)=1,.

k=1...,n (Ec. 7)

Podemos observar que hay tres tipos de
tearminos dentro de estas ecuaciones. El
primero involucra la segunda derivada de las
coordenadas generalizadas. El segundo son
términos cuadraticos en la primera derivada de
g, donde los coeficientes dependen de g. Estos
son clasificados de 2 tipos, 10s gue involucran

el producto de qf flamados de fuerza
centrifuga y los que involucran productos del
tipo ¢, ¢, donde i j, son llamados términos de
Coriolis. El tercer tipo son los que invelucran

s6lo a g pero no a sus derivadas. Comunmente
{7) se escribe de la forma:

H(g)d +C(q.q)q +g(g) =1 (Ec. 8)

donde los elementos del segundo término son
definidos como:

f

¢y = 2. (@)q (Ec. 9)

=1

Estas se muestran en el cuadro 1. Ademas,
todos los pardmetros constantes tales como
iongitudes y masas de los eslabones,
momentos de inercia, efc. aparecen como
coeficentes de funciones conocidas de las
coordenadas generalizadas. Definiendo cada

H@G+ g+ glg) =1
a

H(g)j+N{g,4)=1

donde:
N(g.9)=C(q.4)g + g(g)

I Matriz de Inercia
H(qg) es simetrica y definida positiva
wl < Hig)<p,/

m <|H(g)|sm,

Vector de fuerza centrifuga y de Coriolis
C(q,q) es cuadratica en §

ICt.) < vjaf

S(g.9) = H(g)-2C(q.§) es una
matriz skew - simetrica

Vector de Gravedad
@l =4

coeficiente como un parametro separado, se
tiene una refacién lineal dada por:

H(gp)d +C(g,9)d+g(g)=Y(9.4,§)0 =1
(Ec. 10)

donde Y(4.4,§) es una matriz de nxr de

funciones conocidas, llamado también regresor,
y O es un vector r~dimensional de parametros.

Ademas, sabemos que la Ec. 8 es un mapeo
pasivo de 1> ¢ (1) en lazo abierto.

Hasta aqui se presenta la dinamica de un
manipulador de n grados de libertad. El
problema que se presenta en forma general en
robdtica es el seguimiento de una trayectoria



deseada por parte del manipulador, por lo que
se necesita encontrar un cierto controlador, que
permita llevar a cabo este objetivo en el menor
tiempo posible, con una cierta exactitud y
manteniendo o haciendc al sistema estable
seguln sea el caso.

La nocidon de estabilidad es con respecto a
un punto, el cual generalmente es ei punto de
equilibrio® del sisterna en una cierta vecindad;
es por esto que, el diseno del controlador se
realiza bajo el espacio del error entre las
frayectorias deseadas y las trayectorias que
genera e manipulador, pues dado que
deseamos que se mantenga en su punto de
equilibrio, tenemos que si el error queda en su
punto de equilibrio, es igual a cero, por 1o que
la trayectoria generada por e manipulador es
igual a la trayectoria deseada.

Dade lo anterior se propone gue &} error {8)
se define como:

sed—g
_ q‘ e (Ec. 11)
4, =4, —aby

donde o es una matriz real, diagonal, definida
positiva.

Ahora bien, si hacemos un lazo cerrado con
un controlador basado en un controlador PD, el
cual permita cancelar las no linealidades, este
sera definido como:

© = H{g)(§, - aAg)+C(g,)(9, —adg)+

+g(g)— K,s
(Ec. 12)

donde Ky es una matriz diagonal constante
definida positiva.

Teorema. Considere la  dinamica del
manipulader de n grados de libertad en lazo
cervado con e contralador de Ec. 12 definiendo
el ermor como la Ec. 11. Entonces las

Un punto Xeq ©s un punto de equilibrio si una
vez Que X(1) = Xeq, X(t) permansece en xq ¥ t.
Esto es,

#(1) = f(x,)=0

trayectorias del error convergeran

asintdticamente a cero.

Prueba. Considera la funcion candidata de
Lyapunov:

V=15 H(g)s

Obteniendo la derivada evaluada sobre las
trayectorias del error, tomando en cuenta las
propiedades sohre los términos de fa ecuacién
de la dindmica de! maniputador, resulta como:

V=-"sK,s

Entonces utilizando el teorema de Lyapunov
resulta que s=Ad+alAg—>0 en el limite

Ag— 0,Aq - 0.

Cuando se habla de este tipoc de
controladores se deben tomar en cuenta ciertas
condicienes iniciales; la mas importante es el
conocimiento exacto de toda la estructura,
siendo esta situacidn casi nula la mayor parte
de las veces en la practica, pues existe
incertidumbre de los parametros de la
dinamica.

Dada esta situacion se presentan 2 posibles
soluciones, una de ellas es la utilizacién de un
control adaptable, el cual estima los parametros
de ia pianta hasta flegar a un comportamiento
parecido o igual al del sistema deseado; la ofra
es la utilizacién de un control robusto, compone
ta estructura del controlador gdependiendo de
ciertas cotas conocidas del sistema. El control
adaptable tiene un mayor desempefo que el
controlador robusto, puesto que el primero
mejora su desempefio en linea de acuerdo a
las condiciones del tiempo { mientras que el
segundo mantiene un desempeno fijoc para
cualquier tiempo.

Dentro del control adaptable se distinguen
dos estructuras: el control adaptable directo e
indirecto.

En el caso del control adaptable directo, |a
esttmacion se realiza sobre los parametros del
control; mientras que para el caso del control
adaptable indirecto se estima primero el
sistema, y posteriormente se calcula el control
bajo el resultado arrojado por el método de
identificacion,



Para disefiar un control adaptable se
requiere acceso al estado del sistema, la
parametrizacion lineal de la planta, y por
ultimeo, que las no linealidades puedan ser
canceladas cuandc los pardmetros son
conocidos.

Entonces, conociendo lo anterior y para el
proposito del presente, se da a continuacién la
estructura de un control adaptable directo
basado en el control par calcutado pasivo visto
anteriormente.

Ahora el objetivo es hacer qus la trayectoria
real converja a una deseada, sin garantizar que
los parametros estimados converjan a los
reales, pero que permanezcan acotados.

Teniendo la ecuacion

H(@)i+1 H(q)g +5(9.9)g + g(g) =
(Ec. 13)

Dado que la estructura de la dinamica no es

conocida, se tiene que el control referenciado
por t es de la forma:

A . A DO L LA
1= H(q)g,+1 H(g)q,+5(q.9)9,+ g(g)— K, s
(Ec. 14)

Entonces en tazo cerrado, las Ecs, 13 y 14
quedan como:

H(gXd~4,)+1 FgXq—4,)+5a.94~4,) =

AN
= Y(q’QJq'qu)(e_ 8) -—Kd §= YrAede s
(Ec. 15)

Sustituyendo el valor de s queda:

H(@)s=~+H(g)s+5(q,9)s+ YAO - K, s
{Ec. 16)
Ya encontrado el control, debemos analizar

la estabilidad del nuevo sistema, para lo cual
necesitamos obtener o proponer una funcidn de

Lyapunov; para esto, se procedera a un analisis
de pasividad aumentando una variable mas al
controi, que funcionara sdlo como herramienta
matematica, y la denominaremos con t', cuyo
valor es cero. Entonces, el control gueda como:

T=VAO-K s+ 7T (Ec. 17)

El control en lazo cerrado con la dinamica
resulta;

H(@)s+L H(g)s +S(q,§)s—XAB+ K, s=1'

Ahora para la pasividad, debe ser entre la
entrada t' y la salida s

sU= 5T H(g)s+ s  H{g)s +
+57S(q,q)s—s'YAB+ 5K, 5

donde
'S8(q,§)s=0
d , :
E(% s H{g)s) = s"H(q)s++s" H(q)s

Si no existiera el término -s' Y40, el mapeo
entre la entrada y |a salida seria estrictamente
pasivc. Por lo tanto, necesitamos agregar un
término mas al control, de tal forma que
podamos establecer el mapeo pasivo deseado,
pero debido a gue no conocemos los
parametros reales, no se puede introducir tal
cual; esto es, el error parametrico A8 es
desconocido. Entonces, se propone una nueva
entrada via la salida de un integrador en el

estimado de los parametros B, esto es:

V=1JH(g)s+V,
V=-5K,s-5"Y A0+,
VZ—STKdS

Entonces, conocienda lo anterior, debemos

introducir s’Y,A0 via © para cancelar los
términos que impiden el tener el mapeo pasivo.

Ahora, se tiene a O como un nuevo estado en
el sistema, pero al darse el desconocimiento de
los parametros, el nuevo estado queda en



funcion de AB, que enira en la funcidn de
Lyapunov de forma cuadratica:

V, =LAD" AB

V, = AOTAG = AT (6 -0)

50=0 =V, =-408

§=-17s =P =A0Ys

Si V=V+V,, la derivada de V es 6Tde, ia
cual es <0 y asegura segln lo visto en la

seccion 1, la estabilidad asintdtica global de s
tomando en cuenta gque:

s=Ag+uAg—0 enel limite AJ—0,Ag—>0
Luego, tanto las trayectorias de la posicién
como las trayectorias de velocidad del
manipulador tienden a las trayectorias
deseadas cuando t—.
Por lo que el control queda de la forma:
T=YAB - K s
§=-TYs (Ec. 18)

donde Ky eR™ >0y I'eR™ >0 es una matriz de
gealnancia4 y diagonal.

Teorema. Considere el control de Ec. 18 en

lazo cerrado con la dinamica del manipulador.
entonces.

q() > q,(0), 4)—>q,(), >
Prueba: Sea ia funcién de Lyapunov:
v =3{s" H(g)s + A6'T "' A8}

V = S Hg)s+ AT @)+ L5 H(g)s
H(q)s = —% H(g)s— S(g,§)s— ¥,A®

0= —-I'Y’s
=V =-YA+AY 55K, s
V=-sK:s

* que para el desarrollo se tomd como unitaria.

Por el teorema de Lyapunov, dado que
s=Aj+radgel,,

y que si
xel,xel,=>x—>0

entonces

Ag—0, >

De ta Ec. 15 en lazo cerrado con el control:
H(g)s+4+ H(g)s+S(q,4)s = X A0~ K, 5

y H(g)» 0

iy H(g) esta acotada.
iy S(g,9) esté acotada.
iv} K, esta acotada.

Para el término Y,A9 sabemos que:

Vel y V= %{srﬂ(q)s +A0T A0}
= Ael,

De {a ecuacién de fazo cerrado con el
control sabemos que § € L, . Ahora dado que V

es acofada por abajo, y empleando el teorema
de Barbalath, bajo el criterio de Lyapunov
tenemos que:

V<0
V=-2§K,s
i) § esacotada
i) § esacotada
iiiy K, >0
V existe y esta acotada.

= V=-sK,5s50 50

ycomo Ag->0yAg—0,f >




entonces:
g(1) —> q,(6), 4(1) = q,(1)

teniendo como qq, 1a trayectoria deseada.

Para observar mejor el fendmeno expuesto
anteriormente, se presenta el ejemplo de la
simulacién del comportamiento  un  robot
manipulador rigido de 2 grados de libertad
(Figura 1) bajo la accidn de un control
adaptable directo, cuya dinamica es la
siguiente:

\Hu h’ll] '5}'1 _l_[cu Clz] é‘, +[G“]:ri_J
H, H, (}2 G G '5‘1?2_ G, T

donde:

Hyp=myXey*e,+m G ¥ + IesYes +
2%, ¥ *costqy)) + 1) +1p

Hyy= my*(les*lc; + 1 ¥ler*cos(qn)) +1z

Hy=Hp

Ha= (mz)*[(tg*k;‘ + fy

Cyy=-my* Mey*sen(g )by,

Cia=-my ¥ Hey ®senfg ) *(va+yvy)

C2;=Hi'2*f;*k'2*.§'8ﬂ(q;)*yj

C22=0
Ic2 |
2
i1 ) ® 1
\ng
Ict
T
y mill' i=1 7

Gy= (my*lc+my* ) *g¥cos(g )+
my e g*cos(q, 47
G;p= nip*lc*g¥cos(g, o)

siendo;

- g1 ¥ 92 las coordenadas generalizadas, dadas
por la posicibn de las articulaciones
rotacionales del robot manipulador;

- ¥4 Y ¥z como las derivadas de primer orden de
qQi ¥ Qz.;

- m; vy L es la masa vy la longitud,
respectivamente, del esiabbdn i-esfmo;

- lgy v Ic; sen los momentos de inercia de los
eslabones 1y 2 respectivamente;

- 1y ¥ I, son los momentos de inercia de los
aslabones 1y 2 respectivamente.,

Parametrizando el sistema anterior nos
queda que:

K=149, 4 ¢ 4+9, z q u u V]

z= 2cos(q2)quf1+cos(q2)éz~ 256"('?2)‘;1 é’z
+ sen(q,)g;

u = geos(q,)

v = geos(q, +q,)

Ke[o @i 0 dwi a0 0 0]
a = co0s(9,)d, + sen(q,)q;

6" =[6, 6, 8, 8, O, 6, ©, O 0]

0,=1 8,=1,
8, = mlc 0, =mic
0, =mllc, 0 = myl)
9, = mq 0, = myl,

8, = mic,



Teniendo como valores de la estructura
mecanica los siguientes:

1,=0.9 Kgm’ 1,=0.25 Kgm?®
my=12 Kag. my=7 Kg
1,=0.53 m 1,=0.38 m
|C1=0,33 |C2=0’,16

g= 9.81m/s’

Se desea observar el seguimiento de una
trayectoria dada por Qg = gez = 5*sen(t), para
ambas articulaciones, teniendo un tiempo de
simulacién de 4 seg.

Podemos observar que en la figura 2(a} y
(b) el desempeiio del control al seguimiento de
la trayectoria deseada tanto en [a articulacion 1
como en ta articulacién 2, apreciando la
convergencia de las trayectorias en un tiempo
considerablemente bueno.

En la figura 3 (a) y (b} encontramos el error
de seguimiento, el cual, como se puede
observar, tiende a una vecindad muy cercana a
cero, por lo gue s¢ comprueba que el error de
seguimiento tiende a cero para t—w.

(a)

(b)

En la figura 4(a) y (b) encontramos el
comportamiento del controlador adaptable, et
cual, inyecta gran cantidad de energia en los
primeros instantes, para después tener un
comportamiento asintético a cero, al alcanzar 1a
trayectoria deseada.

(&)



L

Yy

En la figura 5(a), (b) y {¢) se muestra la
identificacion de los parametros &;, 8, y 0g;
donde se puede apreciar que después de un
cierto instante de tiempo, estos parametros
convergen a un valor acotado.

©

Ademas de los beneficios que se expresaron
con anterioridad a lo large del desarrollo,
podemos recapitutar la informacion y decir gue
este control resulta bastante eficiente, pues
permite mantener la estabilidad del sistema,
ante incerfidumbres dentro de los parametros
de la dindgmica del manipulador; mas aun, si
por la misma actividad de |a tarea a realizar por
parte del manipulador se encontrara con
variaciones en algun parametro (ej. al cargar
un objeto el centro de masa del eslabdén que
contiene al punto terminal o la pinza cambia su
valor) o en el caso de dinamicas no modeladas,
permite el ajuste en {inea sin necesidad de
rediseftar el controlador para et sistema.

Por otra parte observa la ventaja del disefio
a partir del criterio de Lyapunov, pues garantiza
la estabilidad del sistema, y en este caso en

particular, garantiza |la estabilidad asintética del
sistema en lazo cerrado.
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