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RESUMEN

El cambio substancial que estd ocurriendo en computacion tiene su origen por un lado, en el
empleo ge computadoras paralelas y por el otro, en Ia uiilizacion de ciertas ideas de ta
Neurcfisiologia y la Psicologia Experimental. Esto ha “creado” un nuevo paradigma en la
computacién contemporanea, que se resume en la construccién de una clase de computadoras
conocidas  como  "Sistemas  Conexionistas® (SC), “Redes Neuronales” (RN) o
"Neurocomputadoras”, que permiten resolver una cantidad inusitada de problemas.

En este frabajo se analiza la posibilidad de encontrar un fundamento tedrico de estos SC, aspecto
de vital importancia para e} desarrollo futuro de esta disciplina. Presentamos una hreve
exploracién sobre el estado actual del teocrema de Kolmogorov, que en general se refiere al mapeo
de funciones, y se analiza su viabilidad como un posible fundamento abstracto de estos sistemas.
Asimismo, se sugiere que algunas partes substanciales de la Neurocomputacidn, se basan en
dafos experimentales obtenidos en humanos -con procedimientos psicofisicos modernos-; esos
formalismos y datos, fundamentan en forma clara la tecria de representacidén matematica de
Kolmogorov aplicada a fa Neurocomputacion,

ABSTRACT

The substantial change that is happening in computing has its source in one hand, in the paralle!
computers empioy, and on the other hand, in the use of certain kinds of ideas frcm the
neurophysiology and experimental psychology. Therefore a new computing paradigm has been
“created”, which is based on the construction of a type of computers known as "Conexicnist
Systems” (CS), "Neural Networks” (NN) or "Neurocomputers”, which allows to resolve an amazing
amount of problems.

In the current studies, the possibility to found a theorical foundation of these CS is analyzed, We
show a brief analysis of the nowadays state of the Kolmogorov theorem, which in general it relates
with the functions mapping; its viability as an abstract foundation of these systerns is also
analyzed. Besides, it is suggested that some substantial parts of Neurocomputing are based on
experimental data obtained in human -with modern psicophysic process-; these formalisms and
data establish in a clearly way ihe mathematical representation of Kolmogorov apply to
Neurocomputing.

INTRODUCCION la Mecanica Estadistica; otros autores, como

Hecht-Nielsen (2, 3), sugieren que hay una
Un preblema central contemporaneoc en el forma tedrica mas general y poderosa y que
estudio de los SC, es encontrar & relacion este fundamento se encuentra en la teoria
entre los formalismeos utilizados y una teoria matematica del mapeo de funciones,
general neuro-computacional; trabajos presentada por el gran matematico Hilbert en
recientes como el de Amit {1) plantean que la 1901 (4), en el cual se pregunta si existe una
base de la neuro-computacion se encuentsa en funcion general que represente a otras
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funcionas generales, Koalmogorov (5) y otros,
en los afos 50's respondieron que si, con
ciertas limitaciones. Si esto es cierto, entonces
ciertos formalismos de representacidon en
redes, se basan en esas “funciones de
funciones”.

Sin embargo, la pregunta que queda es:
:Cuales son 1as funciones en que se basa la
adquisicion de informacién en humanos? y si
iéstas pueden ser mapeadas por una sola
superfuncion tipo Hilbert-Kolmogorov?

Para contextualizar mas la propuesta de
este trabajo, es conveniente mencionar los
aspectos basicos de los SC, relevantes a
nuestros propasiios. Estos sistemas mapean un
cierto ndmere de entradas x,,..., %, €n un
conjunto de salidas O4,...,Qn. Por simplicidad
supondremos gque soOlo tenemos una salida
{m=1}). Ademas, supondremos que la red esta
dividida en capas -cada una con un cierto
nimero finito de nodos- que se comportan de
manera idéntica. La primera capa recibe las
sefiales de entrada xs,...,.%, y las distribuye en la
siguienfe capa de la red; se asume que esta
primera capa, generalmente no realiza
procesamiento de informacidn. La Jdltima
contiene solo un nodo que emite la sedal de
salida de la red. Las capas que quedan entre la
de entrada y la de salida se conocen como
capas ocultas. Su numero puede ser arbitrario.

Puestc que tenemos n datos de entrada, la
sefial de salida del j-ésimo nodo de !la primera
capa oculta, compuesta de p neurcnas, esta
dada por:

n
h = s{Zaﬁxi} (Ec.1)
i=1

donde ji son los pesos sinapticos de conexidn
entre la neurona i y la neurona j; S4(x) es una

funcién tipo sigmoide.
En la segunda capa oculta, las sefales h, se

combinaran de manera angloga, dando como
resultado:

B
K = SZ[Z Byh J (Ec.2)
j=0

donde | = 1,...,q y donde q es el nidmero de
neuronas en la segunda capa oculta.

Supeniendo, por razones que s& expondran
mas adelante, que la red tiene solo dos capas
ocultas, entonces la capa de salida, compuesta
de un solo nodo, implementa una combinacién
lineal de |as sefiales k| de Ia forma:

q

0=k (Ec3)

=1

Para simplificar la notacién, representamos
en conjunto de sefiales de entrada xy,...X,
como x y al conjunto total de pesos sinapticos
(ey ¥ By) por m. La seflal de salida, como

funcidn de estas variables, es entonces
O=f(x,n). Combinando las ecuaciones 1, 2 y 3,
obtenemos:

g P i
)= $1> By s{zaﬂx,} (Ec.4)
j=1 i=1

1=1

De la ecuacion 4 pueden derivarse dos
observaciones muy importantes:

Una red neuronal con ciertos parametros "x"
y "n" se dice que implementa una funcién f. Sin
embargo, como el conjurto = no puede
conocerse de antemano, estas
implementaciones rara vez son perfectas.
Siendo entonces N(x.m, la salida de la red
neuronal ¢on entradas x y pesos sinapticos
elegidos aleatoriamente, puede aplicarse algun
método de aprendizaje que genere una
secuencia mg,mi,%o.... tal que converja al
conjunte éptimo en un ndmero finito de pasos.
Esto significa que:

N{x, ) — NX) - .. — f(x,@)

Uno de los métodos mas efectivos hasta
ahora conocido para llevar a cabo este tipo de
aprendizaje es el paradigma de Back-
Propagation, cuyo fundamento tedrico y sus
aplicaciones mas recientes se discuten en otros
trabajos (6. 7).

La segunda observacién referente a la
ecuacion 4 es la mas relevante para el
presente  trabajo, vy estd directamente
relacionada con la estructura de esa ecuacién.




Es facil ver que f estd formada por una
superposicion de funciones, Sy vy S: en el
presente caso.

Esta observacion es la que ha sugerido que
el fundamento formal de los SC esté dado por
el mapeo de funciones sencillas (S; y Sy en
funciones mas complicadas (f. Si esto es
cieto, se podria decir que exisle un
equivalente en complicado para los SC de la
maquina de Turing, que es el fundamento de
las computadoras clasicas. La posibiidad de
este fundamento tedrico es de vital importancia
para las futuras investigaciones en este campo.

El Teorema de Kolmogeorov  de
superposicion de funciones es precisamente el
candidato iddneo para ser el fundamento
general y abstracto de estos SC, ya que
demuestra gue -en principio- cualquier tipo de
funcién puede ser mapeada o representada
s6lo con dos capas ocultas de nodos o
elementos procesadores.

Trabajos recientes (8, 8) han demostrado
que son suficientes redes neuronales con dos
capas ocultas tales que 8,=8,=8 para
representar cualquier conjunto de funciones
continuas. Sin embargo, en este trabajo se va a
estudiar con mas detalle el teorema de
Kolmogorov porque éste es menos restrictivo,
en cuanto a las funciones que deben
implementar los nodos, con fo cual proponemaos
la posibilidad de que las funciones que
intervienen en la superposicién sean del tipo
que ha estudiado intensivaments cierta rama
de la Psicologia Experimental. conocida como
la Psicofisica. Proponemos que estas funciones
(bastante sencillas), son las gue permiten a una
red neuronal representar eventos del mundo
exterior en una funcién mas complicada (22).

ANALISIS MATEMATICO

El Teorema de Keolmogorov estd relacionado
con el problema de representar funciones
continuas de 3 variables con funciones
continuas de menos de 3 variables. Su origen
como ya mencionamos es ef prohblema 13 de
Hilbert (4); en é&l, se pide demostrar que la
ecuacién de séptimo grado:

X' +xx®+yX?+2X +1=0 (Ec.5)

Esta ecuacién no se puede resolver con a
ayuda de cualquier funcidén continua de sélo
dos variables.

Kolmogarov (5) contribuye a la solucidén de
este problema con un tecrema, en el gque
mostré que existen funciones fijas, @,
centinuas y crecientes en ef intervalo 1={0,1]
tales que toda funcidén continua en | se puede
escribir de la forma:

20+1 n
(X100 Xp) = qu{z d)pq(xp]] (Ec.6)
G=1 p=1

con g, funciones continuas de una variable
adecuadamente elegidas.

Algunos autores han simplificage la
representacion de f dada por Kelmogorov, Por
gjemplo;

F(Xprs Xp ) = znfg[i 5Dy (xp)} (Ec.7)

con o, constantes. Es decir, expandiendo la
férmula anterior:

f(Xnn )
= glori®y(xy) + oDy, )+... 4, Dy X, )]
+g(cs1CD2(x1) +02m2(x2)+....+csncbz(xn))

+... .+g(c1d>2m4_(x1)+. . .+<5,,d)2,,+1(x,,))

(Ec.8)

obtenemos la simplificacién hecha por Lorentz
(10) y Sprecher (11},

En pocas palabras, Kolmogorov demuestra
que cualquier funcién continua de “n" varfables
se puede representar con funciones de una
sola variable. Derivado del trabajo de
Kolmogorov, es posible entonces representar
funciones en términos de otras. Se pueden
emplear superposiciones de funciones:

f(xy.2)= Hglxy)(a[x}kz])| (Ec9)

0 superposiciones lineales en las que se
cansideran combinaciones de funciones fijas
con funciones variables de la forma:




fxy.z)= i p(x.y)- g,-[q,-(x,y)] (Ec.10)

i=1
donde p, y g; son fijas.

Si bien esta conjetura ha sido ampliamente
estudiada, hasta hace muy pocos afios, se
consideraba que era un problema sin ninguna
aplicacién fuera de la Matematica -como lo
comenta Lorentz (4) en una revisidn del
problema 13 de Hilbert-, en los afios recientes
cuando se estudian los fundamentos de la
neurocomputacién, se ha visto que tiene un
profunde significado en ias bases formales de
este tipo de computadoras. Y también tiene un
profunde  significade en la teoria de Ia
representacion de informaciéon en sistemas
naturales vy artificiales; sin embargo, su
aplicacin excluye a las  funciones
continuamente diferenciables (como lo probd
Vituskin) (12).

FUNDAMENTO PSICOFISICO

La conjetura de Hilbert, y la respuesta dada por
Kolmogorov y otros, es muy importante si se
relaciona con los trabajos experimentales en
psicofisica sensorial; en donde la pregunta de
investigacion es: ;se sabe si los humanos
representan la informacién del munpdo, en
forma de funciones simples? Si la respuesta es
si, entonces: ;cuales son esas funciones? y
¢ para qué dimensiones fisicas operan?

En la investigacién psicologica bésica, se ha
estudiade la forma en como 10s humanos
representan una gran cantidad de eventos
fisicos (13). La importancia principal, entonces
en los trabajos en SC -desde esta perspectiva-
es analizar y probar si estos modeleos
computacionales "concuerdan” ¢on los datos ge
la psicofisica senscrial, y vincular ambas partes
de los sistemas neurccompuiacionales para -de
alguna forma- probar su adecuacién para
reaglizar tareas, en forma analoga a como se
supone realizan los sistemas percepluales
humanos.

En los estudios en Psicofisica, los autores
trataban de analizar cual es la funcién, que
mapea una dimensién fisica en una dimensién
psicoibgica. La respuesta a esta pregunta ha
side el desarrollo de las funciones psicofisicas
(14,15). En la mayoria de los casos, en lo

general, sabemos que todas las magnitudes
sensariales, se mapean psicolégicamente c¢on
una funcidn matematica especifica.

Las funciones psicofisicas surgieren al
querer encontrar 1a relacion entre la intensidad
de los estimulos o evenios externos y la
sensacién interna {psicoldgica) de los mismos.
Las dos postulaciones mas importantes de
dicha relacién son: La propuesta por Fechner
(18), quien encuentra que cada vez que un
estimulo es duplicado fisicamente, se aftade un
incremento constante a la sensacién; esta
relacion puede ser explicada como una funcién
logaritmica en la que cuando el estimulo se
incrementa geométricamente, la sensacién se
incrementa  aritméticamente. La  segunda
postulacién es la de Stevens (14) de una
funcion de potencia ("power faw"), la cual
muestra que existe una relacién simple entre el
estimulo fisico y la respuesta sensorial:
proporciones iguales del estimulo producen
proporciones subjetivas iguales. En todos los
continuos que se han encontrado gobernados
por la ley de potencia, un cambio porcentual
constante del estimulo, produce un ¢ambio
porcentual constante en el efecto percibido.

Estas funciones psicofisicas, permiten
describir los datos de una gran cantidad de
situaciones experimentales; también es una
herramienta Otil para el estudio de los procesos
de codificacion de informacién en humanos vy
de los correlaios fisioldgicos de los procesos
perceptuales.

La funcion general de la ley de potencia es:

Y = ax?

Y= magnitud sensorial

a= constante que determina la unidad de
la escala.

= intensidad del estimulo.

= exponente que depende de la
modalidad  sensorial y  de las
condiciones de los estimulos. Distingue
un continuo sensorial de otro e indica
la fineza discriminativa de cada
sistema sensorial.

En ésta, "b" determina el tipo de funcion de
transferencia que realiza el organismo, en
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donde puede ser que éste comprima
informacidn, para log casos en donde b<1; en
otros casos, multiplica la informacion, cuando
b>1. En algunos cases, el organisme mantiene
una relacién de conservacion de informacidn,
son los ¢asos cuando b=1. Esto se puede
observar en forma mas clara, en la Fig. 1.

En el caso de la Psicofisica, se tiene
bastante bien estudiado, cbémo diferentes
magnitudes sensoriales (0 sea Y's) tienen una

formula especifica, con un valor para "a" y "b"
especificos.

| )

En la [Tabla i, se muestran diferentes
valores &g exponente para diferentes
modalidades sensoriales.

Por otro lado, existe una serie de trabajos
en los que se ha postulado un modelo de dos
etapas de los juicios de magnitud (17,18). Este
modelo asume que la funcidn de potencia, es el
resultado de dos transformaciones:

a) L transformacién de entrada entre el
estimulo y su representacién central, y

b) La transformaciéon de salida entre el
correlato central del estimulo y la respuesta
y que cada transformacion es una funcién
de potencia, de 10 cual se deriva que el
exponente de la funcion psicofisica de
potencia, es un producto de los exponentes
de las transformaciones de entrada y de
salida.

Un aspecto muy interesante relacionado con
esto, es el hecho de que el exponente "b", tiene
una variahilidad intrasujeto, que tedricamente
no deberia de existir, debido a que son
funciones de transferencia de informacion de
tipo automatico. Esa variabilidad no se podia

Tabla 1. Exponentes "b" representativos de las funciones de potencia
relativos a la estimacion de magnitud subjetiva con respecto a su

magnitud fisica.

ESTIMULOS: EXPONENTE "b"
Eléctricos (piel) 3.5
Saturacion 1.7
Apertura de dedos 1.3
Peso 1.1
Longitud de lineas (visual) 1.0
Areas (visual) o 0.8
Sonido (tono a 3000 Hz) - 0.67
Vibracién (en piel 250 Hz) 0.6
Gusto (dulce) 0.6
Olfato (café) 0.5
Sonido (tono a 1000 Hz) 0.3
Brillantez 0.3




explicar, sin embargo, en trabajos anteriores
(19-21), se ha mostrado que la constante "b”
estd  intimamente relacicnada con el
procesamiento central de informacion vy
variables cognitivas relacionadas, en particular
con la velocidad de procesamiento de
informacion en tareas que requieren el uso de
imagenes "internas”, guedando como:

y = ax ™

Cuando se corrige el exponente con este
valor | de procesamiento de informacién, se
reduce drasticamente la variabilidad del mismo.
Este ejemplo de ias funciones psicofisicas, es
el caso méas claro de como los humanos
mapean magnitudes fisicas, en una manera
que esta estrictamente controlada  por
funciones matematicas de potencia; en donde,
lz suma de todas las funciones de potencia de
las magnitudes fisicas a las que responde el
humano, forman una funcién de tipo:

D = (Y. Yy, Yoo, Vi)

en donde las "Y" son funciones psicofisicas
para magnitudes sensoriales especificas, como
serian las funciones de temperatura, brillantez,
dolor, presién acdstica, etc.; y la "D" s una de
las pocas dimensiones que forman una funcion
de representacion o mapeo de informacidn,

La importancia de este tipo de trabajos es
que, hasta hace poco tiempo, "no se sabia que

hacer" con esas funciones psicofisicas; pero en
la  actualidad, podemos  suponer  que
posiblemente, si se hace una superposicion de
funciones -comoe ¢ demosiré Kolmogorov-, por
lo tanto es posibie "representar” e mundo fisico
en un SC, de la clase general conocida como
"perceptrongs”, con por 10 menos dos capas
ocultas; en donde la transformacién entre el
evento fisicc externo al sujeto y  su
representacion interna, estd dada por estas
funciones psicofisicas (22).

Una ganancia adicional que no se habia
apreciado, es que las funciones exponenciales
son la base de los sistemas con criticabilidad
auto-organizada y forman parte de una teoria
general de los fendmenos complejos (23).

Esta relacion de las funciones de potencia
en la psicofisica sensorial, permite encontrar un
fundamento muy fuerte de los SC multicapa,

como  sistemas de  representacién  de
informacion. El problema es que, ha sido muy
poco el esfuerzo por unificar, en una teoria
general, los diversos procedimientos
matematicos que 3¢ utilizan en este tipo de SC;
por ello, el explorar su relacién con las
demostraciones de Kolmogorov, es una tarea
de gran importancia para el desarrollo de esta
area de la computacion.
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