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RESUMEN

Se discute la forma de obtener el ndmero dptimo de nodos en una Red Neurcnal adificial Polinormial
con perturbaciones de lipc eslocastico en |a salida de cada nodo. El algoritmo utilizado se basa enuna
tecnica de aprendizaje reforzado. Para resolver este problema de optimizacion se introduce un indice
especial de desemperio de tal forma que el numero éptimo de nodos corresponde al punto minimo de
este criterio. Este criterio €5 una combinacidon de la minimizacion de upa funcion residual v de la
varianza de las perturbaciones consideradas de naturaleza aleatoria. Un valor grande en la varianza
de la perturbacion da como resultade un optimo diferenie del nimero de neurenas en la red debido al
efecio de "interferencia’. El algoritmo de aprendizaje uiilizado permite aplicar este procedimiento sin
conocer ia naturaleza de las perturbaciones y disminuye la cantidad de operaciones gue se requieren
en {a convergencia del eslimado. Se presentan algunos$ resultados de simulacion para ilustrar la
petenciahdad del algoriimo propuesto.

RACT

This paper is concerned with the selection of a number of nodes in polynomial artificial neural nets
conizining stochastic noise perturbations in the outpuls of each node. The suggesied approach is
based on a reinforcement learning technique. To solve this oplimization problem we introduce a spe-
cial performance index in such a way that the best number of nodes corresponds to the minimum point
of the suggested cnterion. This cniterion presents a linear combination of a residual minimization func-
tional and some “generalized variance™ of 1he involved disturbances of random nature. Alarge value of
lhe noise variance leads to a different opiimal number of neurons in a neural network because of the
“interference” effect. The nature of the noise penurbations is not necessary 1o be known using the
learning algorithm and the computing efiort decreased to get the convergence estimated. Simulation
modeling resulis are presented to illustrate the effectiveness of the suggested approach.

Las Redes Neuronales Arlificiales (RNA) han
demosirado ser una herramienta muy imporiante
en una gran variedad de problemas de ingenieria
{1-4). Especialmente en aplicaciones de RNA a
control y reconocimiento de patrones {5-8). Apesar
de la gran cantidad de publicaciones en el area,
es una minoria la que considera el problema de
adaptar la arquiteclura de la red para una
aplicacion en particular (9). Algunas de estas
publicaciones consideran limites maximos y
minimos para la seleccion del nimero de nodos ¢
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neuronas en las capas ocultas {10). Otros aviores
discuien la influencia del numero de nodos y capas
ocultas en la minimizacion del error cuadratico
entre |a salida de la red y la salida deseada en
una aplicacion en particular (11, 12}. Otros
articulos sugieren algunos algoritmos para estimar
el nimero de nodos para diferentes paradigmas
(13-18). Como se demostré en (20} bajo la
presencia de ruidos de naluraleza estocastica en
la entrada y salida de cada nodo existe un
procedimiento por el cual se puede obtener el
numero optimo de nodos de una RNA para una
aplicacion e&n pariicular donde se conoce la
estadistica de los ruidos o perturbaciones.



En este trabajo el tipo de red considerada es una
Red Neuronal Artificial Polinomial (RNAP) que
contiene perturbaciones esiocasticas en la salida del
nodo. El objetivo principal es obtener un algoritmo
adaptable que obtenga e! optimo {desde el punto de
vista de aproximacion) nomerc de nodos de una
RNAP, ulilizando solamenig 1a informacidn disponible
de las mediciones de las sefiales de entrada y salida.
En (19) este problema fue resuelio considerando la
suposicion que se conoce la estadistica completa
sobre las perturbaciones de antemano. En nuestro
caso esta suposicidn no es necesaria debido a que
seé utilizara un algoritmo adaplable.

Para poder realizar este procedimiento en
ausencia de toda la informacion necesaria sobre la
estadistica de la perturbaciones se requiere cierta
clase de "aprendizaje” para obtener un resultado
adecuado. En el caso de optimizacion discreta sobre
un conjunto finito en la presencia de perturbaciones
s& sugiere aplicar Aprendizaje de Autdmatas. Esta
técnica ha demostrado tener muy buenos resuliados
en estas situaciones (20-22). Para este trabajo se
aplicaron las ideas presentadas en (23) para
construir el proceso de adaptacion de |a estructura.

El articulo tiene el siguiente orden:

En la seccidn 2 se describe las RNAP y el
planteamiento del problema; en la seccion 3 se
explica la forma en qué se selecciona el namero
optimo de términos en un problema de aproximacion
de una funcién multidimensional en la presencia de
ruides o perturbaciones en las mediciones. En la
seccion 4 se muestra como el problema de
seleccionar el numero optimo de nodos en RNAP
puede traducirse al problema de aproximacién
descrito en la seccion anterior. La seccién 5 describe
Ia técnica de aprendizaje de automatas y el esquema
de reforzamiento de Bush-Mosteller para obtener el
numere optimo de nodos. La seccidn 6 explica la
aplicacion de aprendizaje de autdématas para
seleccionar el nimero optimo de nodos en RNAP.
La descripcion de! algoritmo numérico s¢ presenta
en la seccidn 7 con algunos gjemplos de simulacion.
Las conclusiones se presantan en la seccion 8.

Las redes neuronales biolégicas tienen

inlerconexiones sinapticas que son mas complejas
gue una simple sumatoria. Algunos resultados
muestran gue este tipo de comportamiento es no
lineal y puede ser modelado. Existen algunos
modelos de RNA que utilizan esios conceptos
coma son: Redes Neuronales Polinomiales {RNP)
{(24), Redes Neuronales de Orden Mayor (Higher
Order Neural Networks (HONN) (25) v modelos
de Interconecciones ne lineales {26, 27). Estelipo
de representacion no es exclusiva de RNA vy
resultados similares pueden ser enconirados en
otras areas. Por ejemplo: modelos NARMAX (28,
31), metedos de manipulacion de datos (Group
Method of Daia Handling, GMDH) (32, 33) v
aproximaciones polinomiaies (34).

Las RNAP con perturbaciones estocasticas
pueden ser descritas por:

Bo=olx,x, . Koot Xoaar o Ko
Yo Yo "‘-}’k-ndo)+§n
(Ec 1}
donde;

ndi numero de retrasos de la entrada
ndo numero de retrasos de 1a salida

O{*) es una funcion no linea
{  esunavanable aleatoria

¥, eslafuncion eslimada
X, 380 las eniradas a la red

El diagrama correspondiente para la RNAP se
muestra en ia fig. 1. La funcion no hineal {{*)
puede ser representada por:

$Z, o Ty = (2 G0 3 0 (50 G e )
+G'E(ZI‘Z'2"""ZJ1'.') """" +a.f?0h’(z‘|’23!““’zm')
{Ec. 2)

donde: z es la entrada al modeic, nv es el ndimero
total de elementos de ¢(*) tal que:

nv = ni+ ndi ¥ ni + ndo {Ec. 3)

pow es la potencia maxima de la expresion
pohnomiat y af{z,z,,....z ) es un polinomio
homogeneo de grado 1, para =0,. ..pow, tal que
(35)
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(Ec. 4)

donde NI es el numero de térmminos de cada
polinomio tal que j=7..._pow. Ef nimero total de
terminos N de la representacion (Ec 1) esigual a’

pow
N = Z N, {Ec. 5)
F=0
rf
x’
¢
4
A1 ¥Ya
F4
Figura 1. Esquema de RNAP

Considerando lo anterior ¢! problema principal
de este lrabajo puede ser descnto come en (36,
19):

Ulilizando las secuencias de observacion de fas
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sertales de entrada y salida de fa red, construir
un proceso de aprendizaje para obtener
asintoticamente (en algun sentido probabilistico)
“ef optimo” numero de neuronas N. Con sste
numero Se obliene el error minimo  de
aproximacion.

En la siguienie seccidn se explica la solucion
para un problema analogo cuando se quiere
aproximar una funcion mullidimensional.

SELECCION DEL ORDEN OPTIMO DE UNA
APROXIMACION DE UNA FUNCION
MULTIDIMENSIONAL EN LA PRESENCIA DE
RUIDOS DEPENDIENTES.

Para poder demostrar la forma en que se va
obtener gl orden optimo considérese gue se
cumplen las siguientes suposiciones:

A1) Un vector z, € R¥ y una salida escalar y, ©
R' de un modelo de referencia estatico pueden
ser relacionadas mediante la siguiente ecuacion’

n (Ec. )
y, = flz)+& k=12

donde n es el numero de mediciones disponibles.

Ck e R'represenia las perturbacicnes no medibles
de naturaleza estocastica en el liempo &, f{z} es
fa medicion sin ruido o perlurbacion. Esta
perturbacién es una variable aleatoria definida en
un espacio de probabitidad (Q,F P tal gue:

E{Ck} =0, E{Ck‘;} = Uié‘h
(aquio; =07} (z,) es la varianza de la variable

aleatoria Qk que puede ser dependiente de la
entrada z,_;  es el simbolo Kronecker).

d
AZ}La aproxf?nacm’)n del modelo se obtiene como.

(Ec. 7}
N N

¥ =f (g Cn)iEC';N¢;N(Zk)

donde ¢ (z,) representa una funcion conocida

¥ ¢. eslaconstante o pesode esta funcion, Nes
I

el orden de la aproximacion, en otras palabras,
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el numero de lérminos necesanos para la
estimacion de la (Ec. 7).

A3) Los parametros del modelo (Ec. 7} se obtienen
utilizando el Metodo de Mimimos Cuadrados
Ponderados {MMCP} (Weighled Least Squares
Method, WLSM) (38):

N &
c. =c¥=arg min E{S"}
n (Ec. 8)
A 1 A hN
N 2 2
Sp == 20, —¥)
-
El vector ERN gue muninmza ef error cuadratico

puede ser expresado mediante la siguiente
formula.

N i 1

e =TS — 39"z
pay g e (Ec. 9}

. -

1 N
=( 519" @)

=1

0 en su forma recurrente:

ok =en i+o TN (Q{)« (3;,_;)%”(4)}
e, - AT
a, +[¢ (Zk)) L@ (20

(Ec. 10}

Teorema 1. {19} Considerando las suposiciones
A1)-A3) para el MMCP se cumplen la siguientes
relaciones

D”=£{Sf}+2£-1 (Ec 11)

n
H

donde SV se define por la (Ec. 8} y
a N o 2
__EG {(f n)-f (Zk\ Ca ) }

(Ec. 12}

caracteriza la precision media cuadratica de la
aproximacion (7} despues de n mediciones de los

pares (x;y,). A fa funcion D,’,V se fe denommna
funcion de pérdida conjunta.

Este criterio es una generalizacion del Critenia
de Akaike para el caso de varianza vanante en el
tiempo {37)

El siguiente teorema mueslra la eguivalencia entre
el planteamiento anterior sobre la optima seleccon
del orden de la aproximacion (Ec 7} para el
problema central de ia seleccion éptima de nodos
de la RNAP.

Primero, considérese que se cumplen las
siguientes suposiciones:

B1) La salida de la RNAP esta descrita por la
siguiente relacion.

!
= Neo(z)+E, (Ec.13)

1=

donde ¢ es el peso asoctado, ((z) es una funcion

no Wineal y { es ta perturbacion en la salida del
nodo.

B2) Las perturbaciones a la salida {, de cada nodo
son una variable aleatoria definida en un espacio
de probabihidad (2,F,P) tal que son estacionanas,
independientes en tlempo vy sopn centradas con
varianza finta. por ejemplo:

Bl6.} - 08} = o

B3) La funcion no lineal puede ser represeniada
por;
¢'(Z;s 2y o "an) =< + Cl,lzl + CI.ZZZ RIREEI A SR

1, e

""Cll‘-‘; F o iC ol Ty + Cy 3Ly Ty + o Tyl + i+
2 3 2 2
ToZyZy ¥ 6 Lo T 6T, 0388 653312+

2 2 3
F O 4T b B30 200 K Ca (YTp F ot Ty F

2 2
A AR A S Y SV OO &
pow=] Do
CpOwJZ, ) +ot Cpaw.pr va

(Ec. 14)



Entonces el modelo no lineal de la (Ec. 13) de
la RNAPR es equivaiente al modelo de la planta
estatica (Ec. 6). Entonces para un valor

suficientemente grande de k tal que k—oo el
nuemero optimo” (N () }}* de nodos (=1,2,. N}

n

puede ser caiculado con probabilidad de 1.

La dependencia de la funcién D:(_a};\) (Ec.
12} con M se mueslra enla fig 2. Es claro que la
curva i”(a)k) corresponde a la precision de la
aproximacion sin perturbacion. La curva 2 {el

N
fermino 2{;) corresponde a la influencia de los

ruides o perturbaciones en el proceso de
aproximacion para diferentes valores de N, Amayor
cantidad de entradas con ruido produce una mayor
tistorsion o interferencia en la estimacion de la
salida de cada nodo. El valor dptima del nimero

*
de nodos (Nn) corresponde al minimo valor de

"la funcion de pérdida conjunta® Df.

. 2
Obseérvese que s el valor de la vananzad, se
mcrementa entonces la curva SnN se desplaza

hacia abajo y el numero ogtimo de nodos (N" ) se

mueve haoia la 1izquierda.

Una desventaja de este procedimiento es que

para esiimar E{SHN} se requiere de una gran

cantidad de calculos para obtener una solucion
adecuada gue converja al vator esperado. En la
siguiente seccion se explica la forma en que esto
se puede evitar utilizando aprendizgje de
autémalas. De esta forma se permite cierlo Lipo
de "adaptacién” dentro de 1a estructura.
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El aprendizaje de autdomatas (AA) (20} se puede
describir como un sistema

T=1{Z,X,U, PR} (Ec 15)

dande = es &l conjunto de entradas (salidas del
medio) &, al tiempo &, X={x{1).....x(K}} es el
conjunto de estados; U=fufi). . ... u(N}} es el
conjunto de sahdas o acciones de control, P es el
conjunto de vectores de probabilidad
p=Epf1).  p(N) € P, la probatilidad p (i)
carresponde ala probabilidad para seleccionar la
salida u=u(), 1=1, . N al tiempo t, N es el
esguema de reforzamiento. {af gue

R P P,

Este esquema modifica el vector de
probabihdades v se basa en las mediciones para
obtener el mejor comportamiento en un medio
determinado. Cabe aclarar que el medio
corresponde al sistema donde se toman las
mediciones considerande |a perturbacion como se
muestra en la figura 3.

Usualmente, 1a relacion entre la salida del
medio = (u,.} (0 es un factor aleatorio) y la
funcion de pérdida P, asociada con el automata
esta dada por la siguiente expresion’

1 "
@, =—=3E
b1 Sy
donde nt es el nomero total de iteraciones del
algontmo.

(Ec. 16)

v ruicion)

g
funcign
miitrmodal

Construcciom
de la funcian
de perdida

. S Ia iibarratae v sl randE
.‘-\\H}“.z‘.',.'l:’.-.-?jff ce Automatas y su medio.

Figura 3

La teoria de aprendizaje de automatas se
puede resumir como.

Enconlrar un esguema de reforzamenio que
genere la secuencia {p} y la accion de controf {u },
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para asegurar fa minimizacion asmntolica de la
funcion de pérdida (Ec. 17), taf que.

limsup®,, — inf {Ec. 17}

f—r oo L1193

en algun sentido probabitistico {fig. 3).

Uno de los esquemas de reforzamiento mas
populares fue el desarrollado por Bush & Mosteller
en 1958. Este esquema puede describirse
mediante una ecuacion recurrente:

Do = P+ 7o) = p, + (" - New, DI(N ~ 1))

25
P >0, G ) (Ec. 18)

donde.

£ €[01], ) = (0,0,....1,.....0,0)",
i

i

eV =(,L1,..,1,1) &R

donde v, es generada de acuerdo a la funcion de
prebabilidad p, v ¥, € (0,1} es el factor de
correccion {ganancia de adaptacion) de este
esguema.

Los resuitados de convergencia para esie
esquema en el caso binario, continuo y reacciones
no estacionarias continuas del ambiente pueden
consuitarse en (22, 23}

OPTIMIZACION DE LA FUNCION DE PERDIDA
CONJUNTA

En esla seccion se considera la aphcacion de AA
al problema de la optimizacién de funciones
multimodales basados en la aproximacion descrita
en (22, 23). Tambign se explica la reiacion del
problema previo a la adaptacion de |2 estructura
de RNAP.

Sea f{x) alguna funcidn real para un vecior
xe X < R¥ (X es un compacto en K"} y sea r{x/
una funcion multimodal. En este caso se busca el
valor de x=x el cual minimiza r{x).

Considérese una cuantificacion {X} de una
region X, tal que:

X CXXNX,, =Dij=1..,N
N
X. =X CRM
U, ' (Ec. 19)

Sea g, fa observacion medible de r{x ) con un ruido
w, tal que:

q. = r(x‘)+ W (EC. 20)
donde x & {x{7),. .. x{(N}}, x(i) € X son puntos fijos
y w, es una variable aleatoria la cusl caracteriza el
ruido en la observacion. La idea central asociada

con el uso de AA es encontrar ia forma de construir
las entradas al auidomala.

De tal forma que la entrada &, al tiempo ! se
obtiene mediante el siguiente procedimiento de
narmalizacion (22}:

fsr(f) - mins, ()
g - C = ()
maxfs,(k)-m_ins,_,w} +1

L

K (Ec. 21)
donde:

¥ qxe, = A)

s,(i) = = g=1...N
> x(u; = x(i))
=1 (Ec. 22)
b
x, xz20 . L, sty =u(i)
[I:L == {0 X < Osx(uf = H(I)) = {0’ SI ui - u(l)
(Ec. 23)
Considerese el automata descrilo

anteriormente para seleccionar el punto x{¢), el
cual corresponde (en algun sentido) al valor minimo
de la funcion multimodal r{x ) sobre el conjunto X.
Este proceso puede ser organizado como se
muestra en la fig 3. Como se puede observar en
esle caso no es necesario conocer toda la
estadistica de la perturbacion w,

Para adaplar esie proceso a nuestra eslructura
i . . N
de optimizacion se puede seleccionar g,= D u=N,

donde N_es el nimero de nodos seleccionados in
RNAP al tiempo ¢ De tal forma gque g, representa
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la funcion de pérdida conjunta y u, el orden del
madelo a ser seleccionado. Nétese que en este
caso se obliene inicamente un punto de x en cada
insiante de tiempo t (cada iteracion) para calcular
el valor minimo de la funcion r{x}. Finalmente, se
genera la secuencia u=N_de acuerdc a la
distribucion de probabilidad p, Ia cual se rnodifica
en cada instante { de acuerdo al esquema de
reforzamiento (Ec. 18) con el procedimiento de
normalizacion (Ec. 21).

Cuando el numero de intervaios N es
demasiado grande se sugiere que se divida en dos
secciones y asi sucesivamente, para disminuir el
proceso de busqueda. En este caso se ulilizd un
Autdmata de dos secciones; en la primera se
dividi¢ el intervalo en dos segmentos y en cada
segmento se consideraron todos los intervalos para
mejorar la convergencia y disminuir el tiempo de
calculo.

Los pasos de este algoritme son los sigwentes:

1. Generar la sefial de control v, utilizando
una funcion de distribucion inicial p, y un
namero de observaciones,

2. Calcutar ta funcion D:’ solamente para el

punto N =u.
3. Regresar al paso 2 hasta que una de las
probabilidades tienda a 1.

En esle proceso se selecciona una y ofra vez
el numero de nodos N, el cual corresponde ai punto

minimo de DY . La probabilidad que tienda a 1

cuando t—ee carresponde al valor de (N ) que

minimiza la funcion de pérdida conjunia p¥, es
"

decir, [N”) es el numero optimo de nodos de
RNAP

EJEMPLOS

Para ejemplificar |a teoria desarrcllada en
secciones aniericres se ulilizaron las ecuaciones de
Lorenz para generar una serie de tiempo que fuera
aproximada por RNAP. La serie utilizada se muestra
en la fig. 4. Considerando ndo=3 y una desviacion
estandar o =1 para la perturbacion la fig. 5 muestra
la evolucion de las componentes de p,. Como se
puede observar fa componente que fiende a 1
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carresponde al intervalo del numero optimo de
nodos de RNAP. Los resultados de simulacidn
muestran gue esto se obliene alrededor de Jas 500
iteraciones del proceso de aprendizaje. El esquema
de reforzamienlo {Ec. 18) selecciona unicamente
la accion de control u = 15. Para ejempiificar la forma
en que esto sucede se obtuvo el histograma de la
accion de control. (Recuérdese que &l automata es
de dos secciones y u es el valor del primer intervalo
més lo obtenido en el segundo intervalo).

Sactama ge Losanz

feis) _

e e
B0 LL:1e) 200

f(z).

0 B B1 W 1w 40
ira 4. Funcion Original

VECTOR DE PROBABILIDADES

HISTOGRAMA, ACCION OE CONTROL 1 HISTOERAMA ACCION DE CONTROL 2

| |

Figura 5. Vector de Probabilidad e Histograma

de la accion de control utilizando o (=1.0

VECTOR OE PROBARILIDADES

FISTOGRAMA ACCION DE CONTROL 1 HISTOSRAMA ACCICN DE CONTROL 2

\ L,
7t |
| il

Ll

T \ |
| \

Figura 6. Vector de Probabilidad e Histograma

de la accion de control utilizando ¢ £=5.0
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En la fig. 6 para (=5 1a accion de control v, es
igual a 11. Como se puede observar cuando la
varianza de la perturbacién se incrementa el
narmero optimo de nodos disminuye,

CONCLUSION

En este trabajo s& propuso un proceso de
aprendizaje para obtener el ndmero 6ptimo de
nodos en RNAP utilizando el esquema de
reforzamiento de Bush-Mosteller y el criterio de la
funcien de pérdida (A partir del criterio de Akaike).
De esie analisis se puede observar como en
ciertos casos la aproximacion de una funcién no
mejora si se aumenta el ndmero de términcs de
la aproximacion y es posible encontrar el numero
éptimo de nodos ¢ 1érminos.

€l mismo esquema se puede ulilizar para
aproximaciones similares como puede ser el caso
de la Transformada de Fourier, Método de Maxima
Entropia, Transformada de Walsh, efc..
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