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Dinámica Estocástica de Giroscopios Moleculares
en Fluidos Viscosos

Daniel Gutiérrez-Garibay y Humberto Hı́jar

Resumen—Los giroscopios moleculares son sistemas mi-
croscópicos con aplicaciones potenciales en la medición de vis-
cosidad y flujo y en la detección de compuestos quı́micos. En
este trabajo se aborda el problema de describir la dinámica
de un rotor molecular en un fluido viscoso a partir de un
modelo estocástico, planteado como un conjunto de ecuaciones
de Langevin acopladas para sus grados de libertad internos. Este
sistema se resuelve bajo una aproximación lineal, lo que permite
hacer una predicción acerca de la dependencia de las funciones de
correlación de las variables internas del rotor con la temperatura,
la viscosidad y la energı́a de interacción entre sus componentes.
Los resultados se verifican mediante simulaciones basadas en el
método de Dinámica Browniana.

I. INTRODUCCIÓN

En años recientes, la sı́ntesis y el análisis de un conjunto
de moléculas conocidas como giroscopios moleculares (GMs)
ha llamado la atención en diversos campos de la investigación
que incluyen la fı́sica, la quı́mica y las nanociencias [1].

De forma genérica, se acostumbra definir un GM como
cualquier estructura quı́mica que consiste de dos partes que
pueden rotar fácilmente una con respecto a la otra en una
rotación continua de 360◦ o más, es común identificar a las
partes del giroscopio tomando como referencia su momento de
inercia, siendo la de mayor momento de inercia el estátor y la
de menor momento de inercia el rotor. La rotación del rotor
con respecto al estátor puede considerarse unidimensional, en
el sentido de que involucra cambios de un sólo ángulo.

Dentro de la enorme gama de moléculas que actúan como
GMs, un papel relevante lo juegan aquellos conocidos como
GMs fluorescentes, debido a las aplicaciones que estos podrı́an
tener en el futuro cercano.

Los GMs fluorescentes se caracterizan por poseer estados
excitados que pueden relajar a niveles energéticos más bajos
mediante dos mecanismos alternativos, siendo estos la rotación
del rotor con respecto al estátor o la emisión de luz por parte
del giroscopio.

Cuando el mecanismo de rotación se inhibe por el entorno
que rodea a un conjunto de GMs, estos emitirán más radiación
y le darán a la muestra una apariencia más luminosa. Por el
contrario, al favorecer al mecanismo de rotación, los GMs
emitirán menos luz y la muestra se obscurecerá.

Una propiedad fı́sica que puede modificar los mecanismos
de relajación de los estados excitados de los GMs fluorescentes
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es la viscosidad local del medio en el que estos están disueltos.
En un fluido con alto coeficiente viscoso, las rotaciones del
rotor disminuirán favoreciendo la relajación por emisión de luz
y dando a la muestra una apariencia luminosa. Ası́ entonces los
GMs fluorescentes podrán utilizarse como viscosı́metros [2],
[3].

En la literatura reciente, se han reportado resultados experi-
mentales en los que diversos GMs se han utilizado para estimar
algunas propiedades de transporte de ciertos fluidos. En par-
ticular, los giroscopios conocidos como DCVJ y CCVJ-TEG,
pueden ser utilizados como viscosı́metros. Las mediciones de
la viscosidad obtenidas mediante el uso de estos giroscopios
presentan una alta resolución espacial y temporal [4], [5].

Como posibles aplicaciones futuras de estas técnicas se
pueden prever diversas en el campo de la salud. Esto se debe
principalmente, a que cambios en la viscosidad de bioflui-
dos que contienen proteı́nas, i.e., plasma sanguı́neo y fluido
intersticial, se encuentran ligados a diferentes enfermedades,
las cuales están asociadas mayormente con alteraciones en
los niveles de proteı́nas. Ejemplos incluyen infecciones e
infartos [6], hipertensión [7], diabetes [8], arterioesclerosis [9]
y el envejecimiento [10], ası́ como la elevada viscosidad del
plasma que es uno de los efectos adversos de fumar [11].

Recientemente se ha encontrado que variaciones en la
viscosidad de fluidos celulares están ligadas también a la
enfermedad de Alzheimer y al mal de Parkinson [12], [13],
[14], [15].

Debido a su alta sensibilidad y capacidad para realizar
mediciones en espacios reducidos, pudiendo ser estos incluso
de tamaño micrométrico, este tipo de sensores moleculares
representan alternativas ideales para los métodos tradicionales
de medición de la viscosidad basados en el uso de reómetros.
Además, el uso de GMs brindarı́a la posibilidad de realizar
mediciones in situ y en tiempo real.

A pesar de todas estas aplicaciones potenciales, hoy en
dı́a existe una brecha importante que separa, por un lado, la
sı́ntesis y el modelado de los GMs y, por otro, su posible
uso instrumental. Desde este punto de vista, el contar con
modelos fı́sicos que permitan predecir la dinámica de GMs
sometidos a diversas perturbaciones externas podrı́a ser de
enorme utilidad en el diseño de este tipo de sistemas. El
objetivo del presente trabajo es, precisamente, proponer un
modelo que permite analizar la dinámica de un GM inmerso
en un fluido en equilibrio. El modelo considerará la energı́a
estructural del GM, la viscosidad y el ruido térmico del fluido
en el que está inmerso, a través de un conjunto de ecuaciones
diferenciales estocásticas de Langevin [16]. El modelo permite
calcular la función de correlación de la variable angular
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Figura 1. Dos vistas del modelo mecánico de un GM con un estátor esférico
de radio RS y un rotor en la forma de una mancuerna rı́gida con extremos
esféricos de radio RR. Los vectores ~rS y ~rR, representan posiciones en el
estátor y rotor, respectivamente, que pueden interactuar mediante un potencial
atractivo.

relevante del GM y cuantificar sus cambios en función de
los parámetros antes mencionados. El sistema de ecuaciones
diferenciales estocásticas, también fue resuelto mediante un
método numérico de Dinámica Browniana (DB) [17].

II. MODELO Y ECUACIONES BÁSICAS

Como una primera aproximación a un modelo completo de
un GM, se considerará la estructura mostrada en la figura 1. En
ella se aprecia que el estátor (S) consiste de dos semiesferas
de radio RS y masa MS/2. Las semiesferas están unidas por
un eje que soporta al rotor (R), una mancuerna de longitud
2RRD, con esferas de radio RR y masa MR en cada uno de sus
extremos. Con el propósito de modelar la energı́a estructural
observada en GMs reales, se considerará que en R y S existen
puntos, ~rS y ~rR, respectivamente, que interactúan a través de
un potencial, Φ (‖~rS − ~rR‖), que tiene un mı́nimo local en
~rS − ~rR = 0, (ver figura 1). El GM está inmerso en un fluido
con viscosidad η y, por simplicidad, se supondrá que puede
moverse únicamente en el plano x− z, que es el que contiene
a la mancuerna.

Para este sistema, la dinámica puede ser descrita en términos
de la ley de conservación del momento angular, ~̇LR = ~ΓR,
~̇LS = ~ΓS, donde ~LR, ~LS, ~ΓR y ~ΓS son, respectivamente, los
momentos angulares de R y S y las torcas totales actuando
sobre ellos. En las expresiones anteriores, al igual que a lo
largo del manuscrito, las derivadas con respecto al tiempo,
t, se indicarán mediante puntos sobre las funciones corres-
pondientes. Debido a la restricción de movimiento en el plano
x−z, ~LR y ~LS sólo tendrán componente y, siendo su magnitud

LR = IRθ̈R, LS = ISθ̈S (1)

en donde θR y θS son los ángulos formados por los puntos
~rR y ~rS con el eje z, mientras que IR = 2MRR

2
RD e

IS = 2MSR
2
S/3, son los momentos de inercia de R y S,

respectivamente.
Al igual que los momentos angulares, las torcas estarán

dirigidas a lo largo del eje y. Éstas se expresarán como la
suma de tres contribuciones: una torca disipativa, ~Γdis

R(S), una

torca debida a la fuerza interna entre R y S, ~Γint
R(S), y una

torca estocástica originada por la naturaleza microscópica del
sistema, ~τR(S). Para el proceso disipativo se supondrá una
relación lineal con la velocidad angular de R y S, i.e.

Γdis
R = −γRθ̇R y Γdis

S = −γSθ̇S, (2)

donde los coeficientes de fricción en cada caso están dados
por γR = 12πηRRR

2
RD y γS = 8πηR3

S.
Para la torca interna se supondrá que es válido expandir

el potencial Φ en potencias de la distancia ‖~rS − ~rR‖. Esto
conduce, según se demuestra en el apéndice A, a

Γint
R = −Λ sin [2 (θR − θS)] , (3)

en donde Λ representa la intensidad efectiva de la torca entre
R y S. La ecuación (3) se complementa con ΓS = −ΓR.

No obstante, para la descripción analı́tica de la dinámica
del GM, se utilizará el potencial

Γint
R = −2Λ (θR − θS) , (4)

que es, de hecho, una versión linealizada de la ecuación (3).
El potencial dado por la ecuación (4) será una buena aproxi-
mación al dado por la ecuación (3) siempre y cuando θR y θS
sean muy cercanos. Esta situación puede esperarse en el lı́mite
cuando la interacción efectiva, Λ, es grande en comparación
con la energı́a térmica del giroscopio.

Por lo que respecta a las torcas estocásticas se supondrá que
obedecen un proceso gaussiano-markoviano (ruido blanco),
centrado en cero, cuya varianza está dada por los teoremas
de fluctuación-disipación

〈τR (t) τR (t′)〉 = 2γRkBTδ (t− t′) , (5)

〈τS (t) τS (t′)〉 = 2γSkBTδ (t− t′) , (6)

en donde los paréntesis 〈. . . 〉 indican un promedio de equili-
brio y kB es la constante de Boltzmann.

El conjunto de condiciones anteriores conduce al siguiente
sistema de ecuaciones estocásticas para las variables angu-
lares del giroscopio las cuales, por conveniencia, se escri-
birán en términos de los ángulos θ1 = θR − θS y θ2 =
(IRθR + ISθS) / (IR + IS),

θ̈1 = −β11θ̇1 − β12θ̇2 − ω2θ1 + q1 (t) , (7)

θ̈2 = −β21θ̇1 − β22θ̇2 + q2 (t) , (8)

donde los diferentes coeficientes han sido definidos como

ω2 = 2

(
1

RR
+

1

RS

)
Λ, β11 =

γR

IR
, β12 =

γS

IS
,

β21 =
γRIS

(IR + IS)
2 +

γSIR

(IR + IS)
2 y β22 =

γR

IR + IS
+

γS

IR + IS
.

Finalmente, las fuerzas estocásticas q1(t) y q2(t), que
aparecen en las ecuaciones (7) y (8) se han definido como

q1(t) =
1

IR
τR(t)− 1

IS
τS(t) (9)

y

q2(t) =
1

IR + IS
(τR(t) + τS(t)) , (10)
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respectivamente.
En lo restante se analizará únicamente el comportamiento

de la función θ1(t) debido a que ella, al ser la diferencia de los
ángulos θR y θS, representa los cambios en la estructura interna
del GM y, en consecuencia, es la que puede proporcionar
información sobre la emisión de luz por parte del mismo.

III. SOLUCIÓN FORMAL Y FUNCIONES DE CORRELACIÓN

El conjunto de ecuaciones diferenciales estocásticas (7) y
(8) puede resolverse a favor de la función θ1(t), mediante
técnicas usuales para ecuaciones diferenciales lineales, e.g. el
método de la transformada de Laplace, el cual conduce a la
expresión

θ1(t) = f1(t)θ1(0) + g1(t)θ̇1(0) + h1(t)θ̇2(0)

+

∫ ∞
0

dξg1(t− ξ)q1(ξ)

+

∫ ∞
0

dξh1(t− ξ)q2(ξ), (11)

en la cual θ1(0), θ̇1(0) y θ̇2(0) son ángulos y velocidades
angulares iniciales. Debido a que las ecuaciones (7) y (8)
equivalen a un conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales
acopladas de primer orden, la forma explı́cita de θ1(t) es re-
lativamente extensa. Con el fin de simplificar su presentación,
en la ecuación (11) se han introducido las funciones f1(t),
g1(t) y h1(t) que están definidas como

f1(t) = Aes1(t) +Bes2(t) + Ces3(t), (12)

g1(t) = Des1(t) + Ees2(t) + Fes3(t), (13)

y
h1(t) = Ges1(t) +Hes2(t) + Ies3(t), (14)

donde s1, s2 y s3 son los modos de relajación caracterı́sticos
del sistema, los cuales están dados por las raı́ces del polinomio
cúbico

s3 +s2 (β11 + β22)+s
(
ω2 + β11β22 − β12β21

)
+ω2β22 = 0.

(15)
Por simplicidad de la argumentación, la forma explı́cita

de s1, s2 y s3 se presenta en las ecuaciones (25)-(27) del
apéndice B. De igual manera, los coeficientes A, B, . . . , I
en las ecuaciones (12)-(14) se dan de forma explı́cita en las
ecuaciones (32)-(40) del apéndice B.

Debido al carácter lineal de las ecuaciones (7) y (8), θ1(t)
heredará la propiedad gaussiana del ruido térmico. Por lo tanto,
en el lı́mite estacionario θ1 se distribuirá de acuerdo con una
función de probabilidad normal centrada en cero.

En este trabajo el interés se centrará en estudiar la dinámica
estocástica de θ1(t) a través de su función de autocorrelación,
definida como

C(T ) = 〈θ1(t+ T )θ1(t)〉, (16)

en donde T es un intervalo de tiempo positivo.
Las función C(T ) es una medida de la tendencia que tiene

θ1(t) a permanecer relacionada consigo misma por un periodo
de tiempo T . En consecuencia, C(T ) cuantifica la ocurrencia
de fluctuaciones del ángulo θ1 alrededor de su valor promedio.

La extensión de C(T ) puede considerarse una estimación del
tiempo promedio de subsistencia de una fluctuación estructural
del GM.

La forma explı́cita de C(T ) se obtiene al multiplicar la
solución formal para θ1, ecuación (11), consigo misma pero
evaluada en dos tiempos distintos. Posteriormente, se promedia
el producto resultante haciendo uso de la definición de las
funciones q1(t) y q2(t) y de los teoremas de fluctuación
disipación, ecuaciones (5) y (6). Finalmente, debe considerarse
también el promedio sobre las condiciones iniciales θ1(0),
θ2(0), θ̇1(0), θ̇2(0). Este proceso laborioso, que no se expone
en detalle aquı́ pero puede consultarse por separado [18],
conduce a la expresión

C(T ) = 2kBT
[
C1e

s1T + C2e
s2T + C3e

s3T ] , (17)

en donde las cantidades C1, C2 y C3 dependen de los paráme-
tros dinámicos del GM y se han introducido para simplificar
la forma del resultado. Por comodidad, la forma explı́cita de
los coeficientes C1, C2 y C3 se presenta en el apéndice B.

La ecuación (17) permite apreciar que la correlación es-
tructural del GM decrecerá en el tiempo de acuerdo con los
valores de los modos caracterı́sticos del sistema. Para el caso
en el que es válida la aproximación lineal, ecuación (4), es
de esperarse la dinámica sea subamortiguada debido a que tal
condición se satisface para valores grandes de Λ, que juega el
papel de la constante de restitución en el sistema linealizado.

En lo siguiente será conveniente introducir la función de
correlación normalizada con respecto a su valor máximo,

c(T ) =
C(T )

C(0)
=

[
C1e

s1T + C2e
s2T + C3e

s3T ]
C1 + C2 + C3

. (18)

Más adelante se ilustrará la forma que adquiere la función
c(T ) cuando los parámetros del GM toman valores especı́ficos.
Mediante el uso de las simulaciones de DB que serán descritas
en la sección IV se demostrará que el modelo puede, en efecto,
reproducir el comportamiento estocástico de estas estructuras
micrométricas.

IV. MÉTODO NUMÉRICO

Las propiedades dinámicas del modelo descrito por las
ecuaciones (7) y (8) fueron exploradas también mediante el
método de simulación de DB. Con este fin, las ecuaciones (7)
y (8) se reescribieron como un conjunto equivalente de cuatro
ecuaciones diferenciales de primer orden para las variables
θ1, θ2, θ̇1 y θ̇2. Posteriormente, se implementó un algoritmo
de Runge-Kutta de cuarto rango para resolver el sistema
resultante utilizando un paso en el tiempo de tamaño ∆t.
Las fuerzas estocásticas τR y τS fueron muestreadas a cada
paso de la simulación, generándose a partir de un método de
aceptación y rechazo que producı́a distribuciones gaussianas
centradas en cero, con desviaciones estándar,

σR =

√
2γRkBT

I2R∆t
y σS =

√
2γSkBT

I2S ∆t
, (19)

respectivamente. Una implementación numérica equivalente ha
sido utilizada para estudiar exitosamente el movimiento de
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motores moleculares operando bajo adaptaciones morfológi-
cas [19], [20].

La validez del método numérico se verificó al mostrar que
reproduce las distribuciones de equilibrio de las velocidades
angulares θ̇1 y θ̇2 en ausencia de acoplamiento entre R y S. A
lo largo de todas las pruebas numéricas se consideraron como
unidades de masa, longitud y energı́a las cantidades MS = 1,
RS = 1 y kBT = 1, respectivamente. De acuerdo con lo
anterior, los tiempos quedan descritos en términos de la unidad
derivada ut = RS

√
M/(kBT ). En lo que resta, los resultados

se presentarán en las unidades de simulación definidas de esta
forma.

Las soluciones del algoritmo de DB descrito en los párrafos
anteriores son series en tiempo discreto, ti, de las funciones
θ1(ti) y θ2(ti), en donde ti = i∆t, i = 0, 1, 2, . . . , N y N es
el número de pasos de simulación. Estas series se utilizaron
para calcular numéricamente las funciones de autocorrelación
de θ1, de acuerdo con el esquema usual de tiempo inicial
móvil. Esto es, el valor de la correlación para dos estados
separados por un intervalo de tiempo discreto n∆t, con n ∈ Z,
se aproximará mediante el promedio

〈θ1(ti+n)θ1(ti)〉 '
1

N − n+ 1

N−n∑
j=0

θ1(tj+n)θ1(tj). (20)

V. RESULTADOS

En este trabajo se presentarán resultados obtenidos de
acuerdo con la descripción anterior al utilizar los siguientes
parámetros de la simulación, ∆t = 1 × 10−4ut, RRD = 2,
RR = 0.1 y MR = 1. En el caso de las variables de
viscosidad e interacción, se asignaron los valores µ = 1, 2,
y Λ = 1, 2, . . . , 10.

Al GM se le permitió evolucionar durante 4×107 pasos de
simulación, después de un periodo de termalización de 2×107

pasos. Para obtener resultados confiables para la autocorre-
lación se corrieron 200 experimentos con cada conjunto de
parámetros y se promediaron sus salidas. Los resultados de los
promedios se presentan en la figura 2 para valores de µ = 1
y la figura 3 para valores de µ = 2.

En las figuras 2 y 3 podemos ver que a valores grandes de
Λ la correlación disminuye más rápido, por lo tanto, a mayor
potencial de interacción el GM pasa menos tiempo en estados
deformados.

Con el propósito de validar nuestro modelo, comparamos
el resultado de las funciones de autocorrelación que se obtu-
vieron de las simulaciones numéricas contra el que se obtuvo
de evaluar la ecuación (18) y las fórmulas del apéndice B, el
resultado de la comparación se puede observar en la figura 4.

En estas gráficas se aprecia que el ajuste mejora conforme
el valor de Λ aumenta, siendo pobre en el caso de valores
de Λ < 5 y bueno para los valores de Λ restantes, esta
diferencia se debe a que en el modelo de la ecuación (18)
se utiliza el valor de Γint que se obtiene mediante de la
ecuación (4) y para las simulaciones el valor se obtiene
mediante la ecuación (3). Este efecto es importante porque
pone de manifiesto que los cambios estructurales del GM
inducidos por la agitación térmica pueden ser, en la realidad,
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Figura 2. Función de autocorrelación C(T ) obtenida mediante la simulación
numérica para µ = 1.0 y Λ variable.
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Figura 3. Lo mismo que en la 2 para µ = 2.0.

mucho más significativos con respecto a los esperados por
modelo. Una inspección de la información desplegada en
las figuras 2 a 4 permite apreciar que cambios pequeños en
la energı́a de interacción, ∆Λ ' 5kBT , pueden reducir el
tiempo caracterı́stico del decaimiento de la correlación c(T )
enormemente. Por lo tanto, el modelo presentado aquı́ puede
tomarse como una primera aproximación a una herramienta
de diseño de GMs que permitirı́a cuantificar la relación de
la relajación estructural con sus parámetros internos y los del
medio en el que se desenvuelve.

VI. CONCLUSIONES

La dinámica de un GM fue analizada a partir de un
modelo estocástico lineal basado en ecuaciones de Langevin.
El modelo contempla el acoplamiento entre las componentes
estructurales del giroscopio, rotor y estátor, a través de una
energı́a efectiva de interacción entre ellos. También se incor-
poran efectos inerciales, viscosos y térmicos.

A pesar de que el modelo está resuelto en la aproximación
de un potencial de interacción armónico, el número de grados
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ió
n
n
or
m
al
iz
ad

a,
c
(T

)

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Tiempo T , (ut)
0 1 2 3 4 5

A
u
to
co
rr
el
ac
ió
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ió
n
n
or
m
al
iz
ad

a,
c
(T

)

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figura 4. Comparación de la función de autocorrelación para valores de
µ = 1, 2 y Λ = 1, 3, 5, 10. obtenida mediante, Rojo: las simulación numérica.
Azul: calculada mediante la ecuación (18).

de libertad considerados dificulta el dar expresiones cerradas
compactas para las cantidades de interés. Aún ası́, este trabajo
presenta la solución explı́cita para la función de autocorre-
lación de la variable de estado relevante para describir los
cambios estructurales del GM. Se analizó la dependencia
de esta función de correlación con respecto a la viscosidad
del solvente y a la energı́a de interacción estructural. A
este respecto fue posible demostrar que cambios relativos
pequeños en la energı́a de restitución interna pueden producir
modificaciones significativas del tiempo de relajación de las
fluctuaciones estructurales.

En este trabajo se ha argumentado que estos resultados
podrı́an utilizarse para cuantificar los cambios en la emi-
sión de luz por GMs inmersos en ambientes con diferentes
viscosidades. No obstante la relación precisa entre ambos

fenómenos requiere de una investigación más exhaustiva, la
cual se encuentra en progreso y será reportada en el futuro
cercano.

APÉNDICE

A. Cálculo de la torca de interacción

Con el propósito de calcular ~Γint
R , se parte de la definición

del momento de la fuerza interna ejercida sobre el rotor

~MR = ~rR × ~FSR, (21)

donde ~FSR es la fuerza por la acción de S sobre R. Dado que
esta última apunta en la dirección del vector ~rS−~rR y depende
sólo de las distancia entre estos puntos, la ecuación (21) puede
escribirse en la forma general

~MR = f
(
r2R + r2S − 2rRrS cos(θR − θS)

)
~rS × ~rR, (22)

siendo f una función con unidades de fuerza sobre distancia.
Al notar que por la definición del modelo rR > rS y

expandir la función f hasta la primera corrección en términos
del parámetro rS/rR, se obtiene

~MR = −2grRrS cos(θR − θS)~rS × ~rR, (23)

donde

g =
df(z)

dz

∣∣∣∣∣
z=r2

.

Finalmente, el considerar solamente la magnitud de la torca
dada por la ecuación (23),

MR = −2gr2Rr
2
S cos(θR − θS) sin(θR − θS), (24)

e identificar gr2Rr
2
S con 2Λ, se obtiene la ecuación (3).

B. Coeficientes de las soluciones explı́citas

Las expresiones explı́citas de los coeficientes que aparecen
en la solución formal y las funciones de correlación del ángulo
θ1 se definen a continuación. Primeramente, las raı́ces de la
ecuación (15) pueden escribirse en términos de las cantidades
Tr(β) = β11 + β22 y det(β) = β11β22 − β12β21, como

s1 = −1

3
Tr(β) +W1 −

p

3W1
(25)

s2 = −1

3
Tr(β) + ωW1 −

ω2p

3W1
(26)

s3 = −1

3
Tr(β) + ω2W1 −

ωp

3W1
(27)

con p, ω y W1 dadas por

p =
3(ω2 + det(β))− Tr2(β)

3
(28)

ω = −1

2
+ i

√
3

2
(29)

W1 =
q

2
−
√(q

2

)2
+
(p

3

)3
. (30)

En las expresiones anteriores

q = −2Tr3(β) + 9Tr(β)(ω2 + det(β))− 27ω2β22
27

. (31)
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Por otra parte, los coeficientes A, B, . . . , I que aparecen en
la ecuaciones (12)-(14), son abreviaturas para las cantidades

A =
(s1 − z1)(s1 − z2)

(s1 − s2)(s1 − s3)
, (32)

B =
(s2 − z1)(s2 − z2)

(s2 − s1)(s2 − s3)
, (33)

C =
(s3 − z1)(s3 − z2)

(s3 − s1)(s3 − s2)
, (34)

D =
s1 − β11

(s1 − s2)(s1 − s3)
, (35)

E =
s2 − β11

(s2 − s1)(s2 − s3)
, (36)

F =
s3 − β11

(s3 − s1)(s3 − s2)
, (37)

G =
1

(s1 − s2)(s1 − s3)
, (38)

H =
1

(s2 − s1)(s2 − s3)
, (39)

y

I =
1

(s3 − s1)(s3 − s2)
. (40)

En las ecuaciones (32)-(34), z1 y z2 son las dos raı́ces de
z2 + zTr(β) + det(β)) = 0.

Finalmente, en términos de D, E, etc., la constante C1 que
aparecen en la ecuación (17) tienen la forma

C1 =
C̄1

2s1(s1 + s2)(s1 + s3)
, (41)

siendo

C̄1 = (β11 − s1)

[
−D

(
γR

I2R
+
γS

I2S

)
+
Gβ12
IT

(
γR

IR
− γS

IS

)]
+
Dβ12
I

(
γR

I2R
− γS

I2S

)
− Gβ2

12

I2T
(γR + γS) . (42)

En la ecuación (42) IT = IR + IS denota el momento de
inercia total del GM. Ecuaciones análogas a (41) y (42) aplican
para los coeficientes C2 y C3. Para obtener C2 puede utilizarse
(41) permutando cı́clicamente los sı́mbolos s1, s2 y s3 en
ella, ası́ como la ecuación (42) reemplazando s1 por s2, D
por E y G por H . Para C3 se sigue el mismo procedimiento
permutando s1, s2 y s3 y sustituyendo D por F y G por I .
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