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Dinamica Estocastica de Giroscopios Moleculares
en Fluidos Viscosos

Daniel Gutiérrez-Garibay y Humberto Hijar

Resumen—Los giroscopios moleculares son sistemas mi-
croscopicos con aplicaciones potenciales en la medicion de vis-
cosidad y flujo y en la deteccion de compuestos quimicos. En
este trabajo se aborda el problema de describir la dinamica
de un rotor molecular en un fluido viscoso a partir de un
modelo estocastico, planteado como un conjunto de ecuaciones
de Langevin acopladas para sus grados de libertad internos. Este
sistema se resuelve bajo una aproximacion lineal, lo que permite
hacer una prediccion acerca de la dependencia de las funciones de
correlacion de las variables internas del rotor con la temperatura,
la viscosidad y la energia de interaccion entre sus componentes.
Los resultados se verifican mediante simulaciones basadas en el
método de Dinamica Browniana.

I. INTRODUCCION

En afos recientes, la sintesis y el andlisis de un conjunto
de moléculas conocidas como giroscopios moleculares (GMs)
ha llamado la atencién en diversos campos de la investigacion
que incluyen la fisica, la quimica y las nanociencias [1].

De forma genérica, se acostumbra definir un GM como
cualquier estructura quimica que consiste de dos partes que
pueden rotar ficilmente una con respecto a la otra en una
rotacion continua de 360° o mas, es comun identificar a las
partes del giroscopio tomando como referencia su momento de
inercia, siendo la de mayor momento de inercia el estdtor y la
de menor momento de inercia el rofor. La rotacién del rotor
con respecto al estitor puede considerarse unidimensional, en
el sentido de que involucra cambios de un sé6lo angulo.

Dentro de la enorme gama de moléculas que actian como
GMs, un papel relevante lo juegan aquellos conocidos como
GMs fluorescentes, debido a las aplicaciones que estos podrian
tener en el futuro cercano.

Los GMs fluorescentes se caracterizan por poseer estados
excitados que pueden relajar a niveles energéticos mas bajos
mediante dos mecanismos alternativos, siendo estos la rotacion
del rotor con respecto al estator o la emision de luz por parte
del giroscopio.

Cuando el mecanismo de rotacién se inhibe por el entorno
que rodea a un conjunto de GMs, estos emitirdn mas radiacion
y le dardn a la muestra una apariencia mas luminosa. Por el
contrario, al favorecer al mecanismo de rotacidén, los GMs
emitirdn menos luz y la muestra se obscurecerd.

Una propiedad fisica que puede modificar los mecanismos
de relajacion de los estados excitados de los GMs fluorescentes
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es la viscosidad local del medio en el que estos estan disueltos.
En un fluido con alto coeficiente viscoso, las rotaciones del
rotor disminuirdn favoreciendo la relajacién por emision de luz
y dando a la muestra una apariencia luminosa. Asi entonces los
GMs fluorescentes podran utilizarse como viscosimetros [2],
[3].

En la literatura reciente, se han reportado resultados experi-
mentales en los que diversos GMs se han utilizado para estimar
algunas propiedades de transporte de ciertos fluidos. En par-
ticular, los giroscopios conocidos como DCVJ y CCVI-TEG,
pueden ser utilizados como viscosimetros. Las mediciones de
la viscosidad obtenidas mediante el uso de estos giroscopios
presentan una alta resolucién espacial y temporal [4], [5].

Como posibles aplicaciones futuras de estas técnicas se
pueden prever diversas en el campo de la salud. Esto se debe
principalmente, a que cambios en la viscosidad de bioflui-
dos que contienen proteinas, i.e., plasma sanguineo y fluido
intersticial, se encuentran ligados a diferentes enfermedades,
las cuales estdn asociadas mayormente con alteraciones en
los niveles de proteinas. Ejemplos incluyen infecciones e
infartos [6], hipertensién [7], diabetes [8], arterioesclerosis [9]
y el envejecimiento [10], asi como la elevada viscosidad del
plasma que es uno de los efectos adversos de fumar [11].

Recientemente se ha encontrado que variaciones en la
viscosidad de fluidos celulares estin ligadas también a la
enfermedad de Alzheimer y al mal de Parkinson [12], [13],
[14], [15].

Debido a su alta sensibilidad y capacidad para realizar
mediciones en espacios reducidos, pudiendo ser estos incluso
de tamafio micrométrico, este tipo de sensores moleculares
representan alternativas ideales para los métodos tradicionales
de medicién de la viscosidad basados en el uso de redmetros.
Ademads, el uso de GMs brindaria la posibilidad de realizar
mediciones in situ y en tiempo real.

A pesar de todas estas aplicaciones potenciales, hoy en
dia existe una brecha importante que separa, por un lado, la
sintesis y el modelado de los GMs y, por otro, su posible
uso instrumental. Desde este punto de vista, el contar con
modelos fisicos que permitan predecir la dindmica de GMs
sometidos a diversas perturbaciones externas podria ser de
enorme utilidad en el disefo de este tipo de sistemas. El
objetivo del presente trabajo es, precisamente, proponer un
modelo que permite analizar la dindmica de un GM inmerso
en un fluido en equilibrio. El modelo considerard la energia
estructural del GM, la viscosidad y el ruido térmico del fluido
en el que estd inmerso, a través de un conjunto de ecuaciones
diferenciales estocésticas de Langevin [16]. El modelo permite
calcular la funcién de correlaciéon de la variable angular
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Figura 1. Dos vistas del modelo mecdnico de un GM con un estator esférico
de radio Rg y un rotor en la forma de una mancuerna rigida con extremos
esféricos de radio Rr. Los vectores 7's y 7R, representan posiciones en el
estdtor y rotor, respectivamente, que pueden interactuar mediante un potencial
atractivo.

relevante del GM y cuantificar sus cambios en funcién de
los pardmetros antes mencionados. El sistema de ecuaciones
diferenciales estocdasticas, también fue resuelto mediante un
método numérico de Dinamica Browniana (DB) [17].

II. MODELO Y ECUACIONES BASICAS

Como una primera aproximacién a un modelo completo de
un GM, se considerard la estructura mostrada en la figura 1. En
ella se aprecia que el estitor (S) consiste de dos semiesferas
de radio Rs y masa Msg/2. Las semiesferas estdn unidas por
un eje que soporta al rotor (R), una mancuerna de longitud
2RRp, con esferas de radio Rg y masa Mg en cada uno de sus
extremos. Con el propdsito de modelar la energia estructural
observada en GMs reales, se considerard que en R y S existen
puntos, 7’s y TR, respectivamente, que interactdan a través de
un potencial, ® (||s — 7r]|), que tiene un minimo local en
7s — r = 0, (ver figura 1). E1 GM estd inmerso en un fluido
con viscosidad 7 y, por simplicidad, se supondrd que puede
moverse Unicamente en el plano x — z, que es el que contiene
a la mancuerna.

Para este sistema, la dindmica puede ser descrita en términos
de la ley de conservaciéon del momento angular, [_:R = fR,
ES = fs, donde ER, Es, fR y fs son, respectivamente, los
momentos angulares de R y S y las torcas totales actuando
sobre ellos. En las expresiones anteriores, al igual que a lo
largo del manuscrito, las derivadas con respecto al tiempo,
t, se indicardn mediante puntos sobre las funciones corres-
pondientes. Debido a la restriccion de movimiento en el plano
z—z, Ly y Ls sélo tendrdn componente y, siendo su magnitud

Ly = Ixfr, Ls = IsOs (D

en donde fg y s son los angulos formados por los puntos
R y Ts con el eje 2, mientras que Ix = 2MgrR3 e
Is = 2M5R§/3, son los momentos de inercia de R y S,
respectivamente.

Al igual que los momentos angulares, las torcas estardn
dirigidas a lo largo del eje y. Estas se expresardn_como la
suma de tres contribuciones: una torca disipativa, FR(S), una
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torca debida a la fuerza interna entre R y S, FR(S), y una
torca estocdstica originada por la naturaleza microscépica del
sistema, Tgcs). Para el proceso disipativo se supondrd una
relacién lineal con la velocidad angular de R y S, i.e.

TR = — e y TS = —s0s, 0

donde los coeficientes de friccién en cada caso estdn dados
por 1R = 12mnRr Rfp y s = 8mnRE.

Para la torca interna se supondrd que es valido expandir
el potencial ® en potencias de la distancia ||7s — 7r||. Esto
conduce, seglin se demuestra en el apéndice A, a

rint — _Asin [2 (Ag — 65)], (3)

en donde A representa la intensidad efectiva de la torca entre
R y S. La ecuacién (3) se complementa con I's = —I'g.

No obstante, para la descripcién analitica de la dindmica
del GM, se utilizard el potencial

i — 24 (6 — ), 4)

que es, de hecho, una version linealizada de la ecuacién (3).
El potencial dado por la ecuacién (4) serd una buena aproxi-
macién al dado por la ecuacion (3) siempre y cuando g y s
sean muy cercanos. Esta situacién puede esperarse en el limite
cuando la interaccion efectiva, A, es grande en comparacion
con la energia térmica del giroscopio.

Por lo que respecta a las torcas estocdsticas se supondrd que
obedecen un proceso gaussiano-markoviano (ruido blanco),
centrado en cero, cuya varianza estd dada por los teoremas
de fluctuacidn-disipacion

<TR (t) TR (tl)> = QVRkBT(S (t — tl) 5 (5)
<TS (t)Ts( )> —275kBT(S(f—t) (6)

en donde los paréntesis (...) indican un promedio de equili-
brio y kp es la constante de Boltzmann.

El conjunto de condiciones anteriores conduce al siguiente
sistema de ecuaciones estocdsticas para las variables angu-
lares del giroscopio las cuales, por conveniencia, se escri-

birdn en términos de los dngulos 6; = 6 — Os y 0 =
(IrOr + Isbs) / (Ir + Is),

1 = —B1161 — Bi2bs — W0 + @ (1), @)

s = —Ba101 — Bl + o (1), ®)

donde los diferentes coeficientes han sido definidos como

1
>A7 511 :;iv 612: E?
R

Rr  Rs Is
s vsir Vs
- (I +Is)*  (Ir +1Is)° Y P = Ix +Is IR"‘IS.

Finalmente, las fuerzas estocdsticas ¢i(t) y go(t), que
aparecen en las ecuaciones (7) y (8) se han definido como

1 1

@ (t) = KTR(t) — I—STS(t) 9

(e (t) + 75(t)) , (10)

t) = —
Q2() IR+ I



Gutiérrez-Garibay et al.: Dindmica Estocéstica de Giroscopios Moleculares en Fluidos

respectivamente.

En lo restante se analizard dnicamente el comportamiento
de la funcién 64 (t) debido a que ella, al ser la diferencia de los
angulos Og y 0s, representa los cambios en la estructura interna
del GM y, en consecuencia, es la que puede proporcionar
informacion sobre la emisién de luz por parte del mismo.

ITII. SOLUCION FORMAL Y FUNCIONES DE CORRELACION

El conjunto de ecuaciones diferenciales estocdsticas (7) y
(8) puede resolverse a favor de la funcién 6(t), mediante
técnicas usuales para ecuaciones diferenciales lineales, e.g. el
método de la transformada de Laplace, el cual conduce a la
expresion

01(t) = f1(t)01(0) + g1(t)01(0) + h1(t)02(0)
+/ dég1(t —&)q1(§)
0

o0

+ [ dem(e-9me), (an
en la cual 6;(0), 6;(0) y 6(0) son dngulos y velocidades
angulares iniciales. Debido a que las ecuaciones (7) y (8)
equivalen a un conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales
acopladas de primer orden, la forma explicita de 6;(t) es re-
lativamente extensa. Con el fin de simplificar su presentacion,
en la ecuacién (11) se han introducido las funciones fi(¢),
g1(t) y hi(t) que estén definidas como

fi(t) = Aet® 4 Bes2(t) 4 Qe () (12)

91(t) = Desr®) 4 pes2() 4 pess(t), (13)
y

hy(t) = Gest® 4 Hes2®) 4 [ess®) (14)

donde s1, s2 y s3 son los modos de relajacion caracteristicos
del sistema, los cuales estdn dados por las raices del polinomio
cubico

s°+5% (B11 + B22) 45 (w? + B11Baz — Bi2P21) +w’ Bz = 0.
(15)

Por simplicidad de la argumentacion, la forma explicita
de s1, s2 y s3 se presenta en las ecuaciones (25)-(27) del
apéndice B. De igual manera, los coeficientes A, B, ..., [
en las ecuaciones (12)-(14) se dan de forma explicita en las
ecuaciones (32)-(40) del apéndice B.

Debido al cardcter lineal de las ecuaciones (7) y (8), 61(¢)
heredar4 la propiedad gaussiana del ruido térmico. Por lo tanto,
en el limite estacionario #; se distribuirda de acuerdo con una
funcién de probabilidad normal centrada en cero.

En este trabajo el interés se centrard en estudiar la dindmica
estocéstica de 61 (t) a través de su funcién de autocorrelacion,
definida como

C(T) = (61t +T)6: (1)),

en donde 7 es un intervalo de tiempo positivo.

Las funcién C(T) es una medida de la tendencia que tiene
61(t) a permanecer relacionada consigo misma por un periodo
de tiempo 7. En consecuencia, C'(7) cuantifica la ocurrencia
de fluctuaciones del dngulo 0, alrededor de su valor promedio.

(16)
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La extensién de C'(7) puede considerarse una estimacién del
tiempo promedio de subsistencia de una fluctuacion estructural
del GM.

La forma explicita de C(7) se obtiene al multiplicar la
solucién formal para 61, ecuacién (11), consigo misma pero
evaluada en dos tiempos distintos. Posteriormente, se promedia
el producto resultante haciendo uso de la definicién de las
funciones ¢1(t) y ¢2(t) y de los teoremas de fluctuacién
disipacion, ecuaciones (5) y (6). Finalmente, debe considerarse
también el promedio sobre las condiciones iniciales 61(0),
02(0), 61(0), 62(0). Este proceso laborioso, que no se expone
en detalle aqui pero puede consultarse por separado [18],
conduce a la expresion

C(T) = 2kpT [Cre®'T + Coe?T + C3e**T],  (17)

en donde las cantidades C;, C5 y C3 dependen de los pardme-
tros dindmicos del GM y se han introducido para simplificar
la forma del resultado. Por comodidad, la forma explicita de
los coeficientes C, Cy y C5 se presenta en el apéndice B.
La ecuacién (17) permite apreciar que la correlacién es-
tructural del GM decrecerd en el tiempo de acuerdo con los
valores de los modos caracteristicos del sistema. Para el caso
en el que es vdlida la aproximacidén lineal, ecuacién (4), es
de esperarse la dindmica sea subamortiguada debido a que tal
condicidn se satisface para valores grandes de A, que juega el
papel de la constante de restitucién en el sistema linealizado.
En lo siguiente serd conveniente introducir la funcién de
correlacion normalizada con respecto a su valor maximo,

C(T) [CleslT + 026527- + 036337_]

‘N =G = C1+ Cs + Cs

Mais adelante se ilustrard la forma que adquiere la funcién
¢(T) cuando los pardmetros del GM toman valores especificos.
Mediante el uso de las simulaciones de DB que serdn descritas
en la seccion IV se demostrard que el modelo puede, en efecto,
reproducir el comportamiento estocastico de estas estructuras
micrométricas.

(18)

IV. METODO NUMERICO

Las propiedades dindmicas del modelo descrito por las
ecuaciones (7) y (8) fueron exploradas también mediante el
método de simulacién de DB. Con este fin, las ecuaciones (7)
y (8) se reescribieron como un conjunto equivalente de cuatro
ecuaciones diferenciales de primer orden para las variables
01, 0, 6, y 0. Posteriormente, se implement6 un algoritmo
de Runge-Kutta de cuarto rango para resolver el sistema
resultante utilizando un paso en el tiempo de tamafio At.
Las fuerzas estocdsticas 7 y 7s fueron muestreadas a cada
paso de la simulacidn, generdndose a partir de un método de
aceptacioén y rechazo que producia distribuciones gaussianas
centradas en cero, con desviaciones estandar,

P 2’}/RkBT o< = 2’)/3]<JBT
R=\ A YT A

respectivamente. Una implementacién numérica equivalente ha
sido utilizada para estudiar exitosamente el movimiento de

19)
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motores moleculares operando bajo adaptaciones morfoldgi-
cas [19], [20].

La validez del método numérico se verificé al mostrar que
reproduce las distribuciones de equilibrio de las velocidades
angulares 6, y 0, en ausencia de acoplamiento entre Ry S. A
lo largo de todas las pruebas numéricas se consideraron como
unidades de masa, longitud y energia las cantidades Mg = 1,
Rs = 1y kgT = 1, respectivamente. De acuerdo con lo
anterior, los tiempos quedan descritos en términos de la unidad
derivada u = Rs\/M/(kgT). En lo que resta, los resultados
se presentaran en las unidades de simulacién definidas de esta
forma.

Las soluciones del algoritmo de DB descrito en los parrafos
anteriores son series en tiempo discreto, t;, de las funciones
01(t;) y 02(t;), en donde t; = tAt,i=0,1,2,...,N y N es
el nimero de pasos de simulacidn. Estas series se utilizaron
para calcular numéricamente las funciones de autocorrelacion
de 61, de acuerdo con el esquema usual de tiempo inicial
moévil. Esto es, el valor de la correlaciéon para dos estados
separados por un intervalo de tiempo discreto nAt, conn € Z,
se aproximard mediante el promedio

N-—n

1
01(tj1n)01(t5). (20)
j=0

(01(tign)01(t:)) ~ N-on+1

V. RESULTADOS

En este trabajo se presentardn resultados obtenidos de
acuerdo con la descripcién anterior al utilizar los siguientes
parametros de la simulacién, At = 1 x 10~*u;, Rrp = 2,
Rrp = 01y Mr = 1. En el caso de las variables de
viscosidad e interaccidn, se asignaron los valores p = 1,2,
yA=12...,10.

Al GM se le permitié evolucionar durante 4 x 107 pasos de
simulacién, después de un periodo de termalizacién de 2 x 107
pasos. Para obtener resultados confiables para la autocorre-
lacién se corrieron 200 experimentos con cada conjunto de
parametros y se promediaron sus salidas. Los resultados de los
promedios se presentan en la figura 2 para valores de y = 1
y la figura 3 para valores de p = 2.

En las figuras 2 y 3 podemos ver que a valores grandes de
A la correlacién disminuye mas rapido, por lo tanto, a mayor
potencial de interaccién el GM pasa menos tiempo en estados
deformados.

Con el propésito de validar nuestro modelo, comparamos
el resultado de las funciones de autocorrelacién que se obtu-
vieron de las simulaciones numéricas contra el que se obtuvo
de evaluar la ecuacién (18) y las formulas del apéndice B, el
resultado de la comparacion se puede observar en la figura 4.

En estas gréficas se aprecia que el ajuste mejora conforme
el valor de A aumenta, siendo pobre en el caso de valores
de A < 5 y bueno para los valores de A restantes, esta
diferencia se debe a que en el modelo de la ecuacién (18)
se utiliza el valor de I'™ que se obtiene mediante de la
ecuacién (4) y para las simulaciones el valor se obtiene
mediante la ecuacién (3). Este efecto es importante porque
pone de manifiesto que los cambios estructurales del GM
inducidos por la agitacién térmica pueden ser, en la realidad,
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Autocorrelaciéon normalizada, C(7)

Tiempo (u), T

Figura 2. Funcién de autocorrelacién C'(7") obtenida mediante la simulacién
numérica para ¢ = 1.0 y A variable.

09 1 —A=10[
[SRagR\ —A=20
SRCER A=30
Z o7t |\ —A=40
g A=5.0
AR\ —A=60
g 05 A=70
= sl —A =80
g \ —A=90
g 03¢ \ — A =100
Z 02r
8 .

g 0.1 r
<’E 0r [ ——
-0.1 s s ‘ s ‘
0 1 2 3 4 5
Tiempo (u), T
Figura 3. Lo mismo que en la 2 para p = 2.0.

mucho mads significativos con respecto a los esperados por
modelo. Una inspeccién de la informacién desplegada en
las figuras 2 a 4 permite apreciar que cambios pequefos en
la energia de interaccién, AA ~ 5kpT, pueden reducir el
tiempo caracteristico del decaimiento de la correlacién ¢(7T)
enormemente. Por lo tanto, el modelo presentado aqui puede
tomarse como una primera aproximacién a una herramienta
de disefio de GMs que permitiria cuantificar la relacién de
la relajacién estructural con sus pardmetros internos y los del
medio en el que se desenvuelve.

VI. CONCLUSIONES

La dindmica de un GM fue analizada a partir de un
modelo estocdstico lineal basado en ecuaciones de Langevin.
El modelo contempla el acoplamiento entre las componentes
estructurales del giroscopio, rotor y estitor, a través de una
energia efectiva de interaccién entre ellos. También se incor-
poran efectos inerciales, viscosos y térmicos.

A pesar de que el modelo esta resuelto en la aproximacion
de un potencial de interaccién arménico, el nimero de grados
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o

1 2 3
Tiempo T, (uy)

0.8
0.6
0.4

0.2

Autocorrelacién normalizada, ¢(7)
Autocorrelacién normalizada, ¢(7)

Tiempo T, (uy)

Autocorrelacién normalizada, ¢(7)

Autocorrelacién normalizada, ¢(7)

Tiempo T, (uy) Tiempo 7, (uy)

0.8
0.6
0.4

0.2

Autocorrelaciéon normalizada, ¢(7')

Autocorrelacién normalizada, ¢(7)

-0.2

“o 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Tiempo 7, (ut) Tiempo 7, (u;)

Figura 4. Comparacién de la funcién de autocorrelaciéon para valores de
nw=1,2y A =1,3,5,10. obtenida mediante, Rojo: las simulacién numérica.
Azul: calculada mediante la ecuacion (18).

de libertad considerados dificulta el dar expresiones cerradas
compactas para las cantidades de interés. Aun asi, este trabajo
presenta la solucién explicita para la funcién de autocorre-
lacién de la variable de estado relevante para describir los
cambios estructurales del GM. Se analiz6 la dependencia
de esta funcién de correlacién con respecto a la viscosidad
del solvente y a la energia de interaccién estructural. A
este respecto fue posible demostrar que cambios relativos
pequefios en la energia de restitucién interna pueden producir
modificaciones significativas del tiempo de relajacién de las
fluctuaciones estructurales.

En este trabajo se ha argumentado que estos resultados
podrian utilizarse para cuantificar los cambios en la emi-
si6n de luz por GMs inmersos en ambientes con diferentes
viscosidades. No obstante la relacién precisa entre ambos

4 5

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Tiempo 7, (uy)
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fenémenos requiere de una investigacién mds exhaustiva, la
cual se encuentra en progreso y serd reportada en el futuro
cercano.

APENDICE
A. Cdlculo de la torca de interaccion

Con el propésito de calcular I ge parte de la definicién
del momento de la fuerza interna ejercida sobre el rotor

My = 7 x Fsg, 21

donde ﬁSR es la fuerza por la accién de S sobre R. Dado que
esta dltima apunta en la direccién del vector s — 7k y depende
s6lo de las distancia entre estos puntos, la ecuacién (21) puede
escribirse en la forma general

Mg = f (rﬁ + 72 — 2rgrs cos(fr — 0s)) 7s x TR, (22)

siendo f una funcién con unidades de fuerza sobre distancia.

Al notar que por la definicién del modelo TR > 75 y
expandir la funcién f hasta la primera correccién en términos
del pardmetro rs/rg, se obtiene

MR = 7297’1(7’5 COS(@R — 05)7?5 X FR, (23)
donde
_ &)
dz | |

Finalmente, el considerar solamente la magnitud de la torca
dada por la ecuacién (23),

Mg = —2gr§rg cos(fr — Os) sin(fr — 0s), (24)

e identificar grar2 con 2A, se obtiene la ecuacién (3).

B. Coeficientes de las soluciones explicitas

Las expresiones explicitas de los coeficientes que aparecen
en la solucién formal y las funciones de correlacion del dngulo
01 se definen a continuacién. Primeramente, las raices de la
ecuacién (15) pueden escribirse en términos de las cantidades

Tr(B) = f11 + B2z y det(B) = B11P822 — f1221, como
1 p

s1 = —gTr(,B) + W - 3 (25)
— L) 4wy - 2P (26)
T3 YT Ew,
1 w
5= =< Tr(B) +w* Wi - 3751 27)
con p, w 'y W; dadas por
3(w? + det — Tr?
p= S+ 8 ~1(p) -
1 V3
Wy =1 (g)“' + (9)3. (30)
2 2 3
En las expresiones anteriores
2T (B) + 9Te(B) (w? + det(8)) — 27w?Bag a1

27
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Por otra parte, los coeficientes A, B, ..., I que aparecen en
la ecuaciones (12)-(14), son abreviaturas para las cantidades

e et .
P e
=
s —8(192)(511 =) (35)
T Szlg(f; =y (36)
e —821;(5; = 5) (37)
" (51— 52)1(31 — 53) (38)
B sl>1<52 ~s3) (39)
y - 1 (40)

(s3 —s1)(s3 — s2)°
En las ecuaciones (32)-(34), z1 y 2o son las dos raices de
2% + 2Tr(B) + det(B)) = 0.
Finalmente, en términos de D, F, etc., la constante C; que
aparecen en la ecuacién (17) tienen la forma

C

o 7 4
1 281(81 + 82)(51 + 33) @b
siendo
_ w9y Ghe (r_3s
C1 (11 — s1) { ([}% + Is2> * It (IR IS)]
DBz (w7 GBt
T (11% z) " ORF) “

En la ecuacién (42) It = Igr + Is denota el momento de
inercia total del GM. Ecuaciones andlogas a (41) y (42) aplican
para los coeficientes C y C's. Para obtener C'; puede utilizarse
(41) permutando ciclicamente los simbolos si, s2 y s3 en
ella, asi como la ecuaciéon (42) reemplazando s; por so, D
por E'y G por H. Para Cs se sigue el mismo procedimiento
permutando si, s3 y S3 y sustituyendo D por F'y G por I.
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